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Kumpulan tiedekirjasto
Tutkielmassa käsitellään avaruuden Cn aitoja holomorfisia kuvauksia. Niiden määritelmät perus-
tuvat aidon kuvauksen lauseeseen ja kuvausten holomorfisuuteen. Olkoon Ω, D ⊂ Cn, ja olkoon
n > 1. Kuvaus F : Ω → D on aito kuvaus, jos F−1(K) on kompakti Ω:n osajoukko jokaisel-
le kompaktille joukolle K ⊂ D. Holomorfisuus tarkoittaa kuvauksen kompleksista analyyttisyyttä,
kompleksista differentioituvuutta sekä sitä, että kuvaus toteuttaa Cauchy-Riemannin yhtälöt. Funk-
tio f on holomorfinen avaruuden Cn avoimessa joukossa Ω, jos sille pätee f : Ω → C, f ∈ C1(Ω),
ja jos se toteuttaa Cauchy-Riemannin yhtälöt ∂jf =
∂f
∂zj
= 0 jokaiselle j = 1, . . . , n. Kuvaus
F = (f1, . . . , fm) : Ω→ Cm on holomorfinen joukossa Ω, jos funktiot fk ovat holomorfisia jokaisella
k = 1, . . . ,m.
Jos Ω ja D ovat kompleksisia joukkoja, ja jos F : Ω → D on aito holomorfinen kuvaus, tällöin
F−1(y0) on joukon Ω kompakti analyyttinen alivaristo jokaiselle pisteelle y0 ∈ D.
Aito kuvaus voidaan määritellä myös seuraavasti: Kuvaus F : Ω → D on aito jos ja vain jos F
kuvaa reunan ∂Ω reunalle ∂D seuraavalla tavalla:
jos {zj} ⊂ Ω on jono, jolle lim
j→∞
d(zj , ∂Ω) = 0, niin lim
j→∞
d(F (zj), ∂D) = 0.
Tämän määritelmän perusteella kuvausten F : Ω→ D tutkiminen johtaa geometriseen funktioteori-
aan kuvauksista, jotka kuvaavat joukon ∂Ω joukolle ∂D. Käy ilmi, että aidot holomorfiset kuvaukset
laajenevat jatkuvasti määrittelyalueittensa reunoille.
Holomorfisten kuvausten tutkiminen liittyy osaltaan Dirichlet-ongelmien ratkaisemiseen. Klassisessa
Dirichlet-ongelmassa etsitään joukon ∂Ω ⊂ Rm jatkuvalle funktiolle f reaaliarvoista funktiota, joka
on joukossa Ω harmoninen ja joukon Ω sulkeumassa Ω jatkuva ja jonka rajoittuma joukon reunalle
∂Ω on kyseinen funktio f .
Tutkielmassa käydään läpi määritelmiä ja käsitteitä, joista aidot holomorfiset kuvaukset muodos-
tuvat, sekä avataan matemaattista struktuuria, joka on näiden käsitteiden taustalla.
Tutkielmassa todistetaan aidolle holommorfiselle kuvaukselle F : Ω → Ω′ ominaisuudet: F on sul-
jettu kuvaus, F on avoin kuvaus, F−1(w) on äärellinen jokaiselle w ∈ Ω′, on olemassa kokonais-
luku m, jolle joukon F−1(w) pisetiden lukumäärä on m jokaiselle F :n normaalille arvolle, joukon
F−1(w) pisteiden lukumäärä on penempi kuin m jokaiselle F :n kriittiselle arvolle, F :n kriittinen
joukko on Ω′:n nollavaristo, F (V ) on Ω′:n alivaristo aina, kun V on Ω:n alivaristo, F laajenee
jatkuvaksi kuvaukseksi aidosti pseudokonveksien määrittelyjoukkojensa reunoille, F kuvaa aidosti
pseudokonveksin lähtöjoukkonsa jonon, joka suppenee epätangentiaalisesti kohti joukon reunaa, jo-
noksi joka suppenee hyväksyttävästi kohti kuvauksen maalijoukon reunaa, kuvaus F avaruuden Cn
yksikköpallolta itselleen on automorfismi.
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1 Johdanto
Olkoon Ω, D ⊂ Cn, ja olkoon n > 1. Kuvaus F : Ω → D on aito kuvaus, jos
F−1(K) on kompakti Ω:n osajoukko jokaiselle kompaktille joukolle K ⊂ D. Jos
Ω ja D ovat kompleksisia joukkoja, ja jos F : Ω → D on aito holomorfinen
kuvaus, tällöin F−1(y0) on joukon Ω kompakti analyyttinen alivaristo jokaiselle
pisteelle y0 ∈ D. Nämä lauseet määrittelevät aidot holomorfiset kuvaukset. [1]
Määritelmät perustuvat aidon kuvauksen lauseeseen ja kuvausten holomorfi-
suuteen. Aidon kuvauksen lause määrittelee aidon kuvauksen siten, että jos ku-
vauksen alkukuva jokaisesta maalijoukkonsa kompaktista osajoukosta on kom-
pakti, kuvaus on aito. [3]
Kuvaus avaruuden Cn osajoukkojen välillä, f : Ω1 → Ω2, on biholomorfinen,
jos f = (f1, . . . , fn), jos se on yksi yhteen kuvaus ja jos sillä on holomorfinen
käänteiskuvaus. Biholomorfinen kuvaus on aito kuvaus, sillä sen käänteiskuvaus
on jatkuva. [48]
Aidossa kuvauksessa alivariston kuva on maalijoukon alivaristo. Kompleksi-
nen varisto tarkoittaa kompleksisten polynomiyhtälöiden joukon ratkaisujouk-
koa. Kompleksianalyyttinen alivaristo on lokaalisti isomorfinen joukko jonkin
sellaisen joukon kanssa, joka on nollakohtien joukko jollekin äärelliselle joukolle
holomorfisia funkitoita.
Holomorfisuus tarkoittaa kuvauksen kompleksista analyyttisyyttä, komplek-
sista differentioituvuutta sekä sitä, että kuvaus toteuttaa Cauchy-Riemannin
yhtälöt. Funktio f on holomorfinen avaruuden Cn avoimessa joukossa Ω, jos sil-




= 0 jokaiselle j = 1, . . . , n. Kuvaus F = (f1, . . . , fm) : Ω → Cm
on holomorfinen joukossa Ω, jos funktiot fk ovat holomorfisia jokaisella k =
1, . . . ,m. [5]
Aito kuvaus voidaan määritellä myös seuraavasti: Kuvaus F : Ω → D on
aito jos ja vain jos F kuvaa reunan ∂Ω reunalle ∂D seuraavalla tavalla:
jos {zj} ⊂ Ω on jono, jolle lim
j→∞
d(zj , ∂Ω) = 0, niin lim
j→∞
d(F (zj), ∂D) = 0.
Tämän määritelmän perusteella kuvausten F : Ω → D tutkiminen johtaa geo-
metriseen funktioteoriaan kuvauksista, jotka kuvaavat joukon ∂Ω joukolle ∂D.
Käy ilmi, että aidot holomorfiset kuvaukset laajenevat jatkuvasti määrittely-
alueittensa reunoille.
Aitojen holomorfisten kuvausten tutkimisessa yksi kiinnostuksen kohde on
kuvauksen Jakobin determinantin nollajoukko, siis niiden kuvauksen määrittely-
joukon pisteiden joukko, jossa Jakobin determinantti saa arvon nolla. Jos tämän
joukon ottaa pois kuvauksen määrittelyjoukosta, aito holomorfinen kuvaus on
jokaisen pisteen ympäristössä lokaali diffeomorfismi, siis isomorfismi joukkojen
välillä. [1]
Holomorfisten kuvausten tutkiminen liittyy osaltaan Dirichlet-ongelmien rat-
kaisemiseen. Klassisessa Dirichlet-ongelmassa etsitään joukon ∂Ω ⊂ Rm jatku-
valle funktiolle f reaaliarvoista funktiota, joka on joukossa Ω harmoninen ja
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joukon Ω sulkeumassa Ω jatkuva ja jonka rajoittuma joukon reunalle ∂Ω on
kyseinen funktio f . [8]
Tässä tutkielmassa käydään läpi määritelmiä ja käsitteitä, joista aidot holo-
morfiset kuvaukset muodostuvat, sekä avataan matemaattista struktuuria, joka
on näiden käsitteiden taustalla.
Tutkielmassa todistetaan muiden muassa seuraavat ominaisuudet:
Avaruuden Cn aidossa holomorfisessa kuvauksessa F : Ω → Ω′ jokaiselle
pisteelle w ∈ Ω′ joukko F−1(w) on äärellinen joukko pisteitä. Todistus perus-
tuu kuvauksen analyyttisyyteen, Taylorin sarjaesityksen suppenemiseen, alueen
karakterisaatioon, nollajoukkojen diskreettisyyteen, todistukseen, että jokainen
kompakti avaruuden Cn alivaristo on äärellinen joukko pisteitä.
Kuvaus F kuten edellä ei voi pienentää dimensiota.
F on suljettu ja avoin kuvaus. Todistus perustuu todistukseen, että ku-
vauksen normaalit arvot muodostavat avoimen joukon. Todistuksissa käytetään
Hausdorffin mittaa, Lipschitz-ehtoa, joka perustuu euklidiseen metriikkaan. Näi-
den lisäksi käytetään metrisiä avaruuksia, niiden täydellisyyttä, joukon tiheyden
käsitettä ja yhtenäisyyden käsitettä. Näiden avulla saadaan tulos, jonka mukaan
kuvauksen F normaalit arvot muodostavat yhtenäisen avoimen joukon, joka on
tiheä kuvauksen maaliavaruudessa Ω′. Koska F on holomorfinen, F−1(w) on
kompakti joukko jokaiselle w ∈ Cn, jokainen joukon Ω pisteen ympäristö sisäl-
tää yhtenäisen pisteen ympäristön D, jolle F :n rajoittuma D → F (D) on aito
kuvaus. Tämän kautta selviää, että F on avoin kuvaus.
Kuvaukselle F on olemassa multiplisiteetti, joka tarkoittaa kokonaislukuam,
jolle jokaiselle kuvauksen kuvajoukon normaalille arvolle w pätee, että joukon
F−1(w) alkioiden lukumäärä on m ja kuvauksen kuvajoukon kriittiselle arvolle
pätee, että joukon F−1(w) alkioiden lukumäärä on pienempää kuinm. Todistuk-
sessa käytetään käänteiskuvauslausetta ja kuvauksen kääntyvyyttä, kuvauksen
aitoutta ja kuvauksen rajoittuman aitoutta kuten edellisen lauseen todistukses-
sakin, joukkojen yhtenäisyyttä, tiheyttä, lausetta jonka mukaan holomorfisella
ja injektiivisellä kuvauksella kuvauksen jakobiaanilla ei ole nollakohtaa, näin
ollen todistus juontuu aidon holomorfisen kuvauksen kääntyvyydestä.
Kuvauksen F kriittinen joukko on maalijoukon Ω′ alivaristo, ja yleisemmin
F (V ) on joukon Ω′ alivaristo aina, kun V on joukon Ω alivaristo. Todistuk-
seen käytetään käänteiskuvauslausetta ja Radón lausetta, joka antaa tuloksen
kuvaukselle F : Ω→ C, joka on jatkuva joukossa Ω ja holomorfinen siinä avoi-
messa joukon Ω osajoukossa, jossa pätee F (z) 6= 0. Tälle kuvaukselle pätee,
että kyseinen kuvaus F on holomorfinen joukossa Ω. Radón lauseen todistuk-
sessa käytetään Poisson-integraalia, holomorfisen funktion harmonisuutta, joka
perustuu Cauchy-Riemannin yhtälöihin, maksimiperiaatetta harmonisille funk-
tioille, joka kertoo, että kyseinen harmoninen funktio, joka saa määrittelyjoukon
reunalla negatiivisen arvon tai arvon nolla, on arvoltaan negatiivinen tai nolla
joukon sisällä. Maksimiperiaatteen todistuksessa käytetään invarianttia Laplace-
operaattoria ja sen ominaisuuksia. Todistuksessa käytetään vielä poistuvan jou-
kon käsitettä, joka yhdistyy holomorfisen funktion laajenemiseen holomorfiseksi
poistuvassa joukossa. Tätä käsitettä sovelletaan kuvauksen nollajoukkoon.
Tutkielmassa todistetaan lisäksi Henkinin lause, joka kertoo, että aito holo-
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morfinen kuvaus laajenee jatkuvaksi kuvaukseksi määrittelyjoukkonsa reunalle
silloin, kun määrittelyjoukko on pseudokonveksi. Sitä seuraa Henkinin lemma,
joka kertoo edelleen, että aito holomorfinen kuvaus kahden pseudokonveksin
joukon välillä kuvaa lähtöjoukkonsa jonon, joka suppenee epätangentiaalises-
ti kohti joukkonsa reunaa maalijoukon jonoksi, joka suppenee kohti maalijou-
kon reunaa. Lauseiden todistuksissa tarvitaan käsitteitä holomorfisuuden mää-
rittelyalueista, pseudokonveksisuudesta, joiden määrittelyssä etsitään holomor-
fista funktiota, joka on määritelty kyseisessä joukossa, ja joka on holomorfi-
nen kyseisen joukon ympäristössä. Tämän funktion olemassaolon todistuksessa
käytetään funktion Laurent-sarjaa, jonka kertoimet määräytyvät Cauchyn in-
tegraalikaavan kautta ja erityisesti Laurent-sarjan suppenemista. Lisäksi tarvi-
taan Weierstrassin lausetta, jonka mukaan jono holomorfisia funktioita suppenee
kohti saman määrittelyalueen funktiota, joka on holomorfinen. Pseudokonvek-
sin joukon määrittelyssä käytetään plurisubharmonista funktiota. Jokainen har-
moninen funktio on plurisubharmoninen. Lauseiden todistusta varten esitellään
Carathéodoryn metriikka, joka määrittelee tangenttivektorin pituuden jokaises-
sa pisteessä. Käytetään myös erityisesti määritelty reunafunktio ja todetaan,
että lauseen todistuksessa pseudokonveksi joukko sisältää C∞-reunan. Henki-
nin lauseen todistuksessa käytetään Hopf’n lemmaa, joka antaa positiivisen ar-
von harmonisen, ei-vakioarvoisen funktion ulospäin suuntautuvalle yksikkönor-
maalille. Tämä kyseinen funktio saa maksimin (ei välttämättä aidon) määrit-
telyalueensa reunalla. Lisäksi käytetään Hardy-Littlewoodin lausetta, joka an-
taa avoimessa kiekossa säännölliselle ja suljetussa kiekossa jatkuvalle funktiol-
le, joka toteuttaa kiekkon kehällä Lipschitz-ehdon, arvion funktion derivaatan
maksimiarvosta. Hardy-Littlewoodin lauseen todistuksessa käytetään funktion
Poisson-integraalin raja-arvojen olemassaoloa. Henkinin lauseen todistuksessa
käytetään lisäksi plurisubharmonisen funktion jatkuvuutta ja aidon kuvauksen
multiplisiteettiä.
Henkinin lemman todistus käyttää Henkinin lausetta, kuvauksen pseudokon-
veksin maalijoukon määrittävän funktion plurisubharmonisuutta ja analyysin
integrointivälineitä.
Tutkielma etenee seuraavasti:
Luvussa kaksi käydään läpi esimerkkejä aidoista holomorfisista kuvauksis-
ta. Luvussa kolme esitellään holomorfinen funktio ja holomorfinen kuvaus sekä
osoitetaan, että sillä on määrittelyjoukkonsa pisteissä kohti kyseistä funktiota
suppeneva Taylorin sarjaesitys. Tästä seuraa, että jokaista aitoa holomorfista
kuvausta voidaan määrittelyjoukossaan approksimoida polynomeilla. Luvussa
neljä käydään läpi aitojen holomorfisten kuvausten ominaisuuksia ja matemaat-
tista struktuuria niiden takana. Osoitetaan muun muassa, että aito holomorfi-
nen kuvaus kuvaa lähtöjoukkonsa alivariston maalijoukkonsa alivaristoksi. Tut-
kitaan kuvausten kääntyvyyttä. Käy ilmi, että F−1(w) on äärellinen jokaiselle
aidon holomorfisen kuvauksen F normaalille ja kriittiselle arvolle. Luvussa viisi
tutkitaan holomorfisuuden määrittelyalueita. Luvussa kuusi tutkitaan aitojen
holomorfisten kuvausten reunakäyttäytymistä. Osoitetaan, että aito holomorfi-
nen kuvaus laajenee jatkuvasti määrittelyalueensa reunalle. Osoitetaan myös,
että aito holomorfinen kuvaus avaruuden Cn yksikköpallolta itselleen on auto-
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morfismi, struktuurin säilyttävä ja kääntyvä kuvaus. Luvussa seitsemän tutki-
taan aitojen holomorfisten kuvausten haarautumista.
2 Esimerkkejä
Holomorfiset kuvaukset ovat kompleksianalyyttisiä kuvauksia, esimerkkeinä ta-
son C jatkuvat kuvaukset z2, 1 + i.
Avaruuden Cn kuvaus F = (f1, . . . , fn) on holomorfinen ja siten komplek-
sianalyyttinen, jos jokainen koordinaattikuvaus fi i = 1, . . . , n on holomorfinen.
Aidot kuvaukset ovat esimerkiksi biholomorfisia kuvauksia, esimerkkinä iden-
titeettikuvaus tason C yksikkökiekolta saman avaruuden yksikkökiekolle.
Tapaus, jossa aidot holomorfiset kuvaukset ovat parhaiten ymmärrettyjä, on
kuvaus aidosti pseudokonveksien joukkojen välillä. [1]
Määritelmä. 1 Plurisubharmoninen funktio. Olkoon Ω avaruuden Cn avoin
osajoukko. Olkoon u : Ω → [−∞,∞) ylhäältä puolijatkuva funktio, joka ei saa
identtisesti arvoa −∞ missään Ω:n yhtenäisessä komponentissa. Funktio u on
plurisubharmoninen, jos jokaisella a ∈ Ω ja b ∈ Cn funktio λ 7→ u(a + λb) on
subharmoninen tai identtisesti −∞ jokaisessa joukon {λ ∈ C : a + λb ∈ Ω}
komponentissa. Tällöin merkitään u ∈ PSH(Ω).
Määritelmä. 2 Subharmoninen funktio. Olkoon Ω avaruuden Rm avoin
osajoukko, ja olkoon u : Ω→ [−∞,∞) ylhäältä puolijatkuva funktio, joka ei saa
identtisesti arvoa −∞ missään joukon Ω yhtenäisessä komponentissa. Tällöin
funktio u on subharmoninen joukossa Ω, jos jokaiselle joukon Ω relatiivisesti
kompaktille osajoukolle G, siis joukolle jonka sulkeuma on kompakti, ja jokaiselle
funktiolle h ∈ H(G) ∩ C(G) pätee
u ≤ h joukossa ∂G =⇒ u ≤ h joukossa G.
[6]
Avaruuden Cn osajoukko Ω on aidosti pseudokonveksi, jos se on muotoa Ω =
{z ∈ Cn : g(z) < 0}, missä g ∈ C2 joukon Ω ympäristössä ja toteuttaa ehdot
dzg 6= 0 jokaiselle x ∈ ∂Ω, kun merkitään z = x + iy, ja funktio g on aidosti
plurisubharmoninen joukon ∂Ω ympäristössä. Näin määriteltyä funktiota g kut-
sutaan joukon Ω määrittäväksi funktioksi. [7] Useamman kompleksimuuttujan
plurisubharmoninen funktio on vastine yhden kompleksimuuttujan subharmo-
niselle funktiolle. Funktio v : Ω 7→ [−∞,∞) on subharmoninen joukossa Ω, jos
sen jokaiselle avoimelle joukolle G, jonka sulkeuma on kompakti joukossa Ω ja
jokaiselle funktiolle u : G 7→ R, joka on harmoninen joukossa G ja jatkuva,
pätee implikaatio
v ≤ u rajalla ∂G =⇒ v ≤ u joukossaG.
[9]
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Jos joukot Ω ja D ovat aidosti pseudokonvekseja, aito holomorfinen kuvaus
niiden välillä on lokaalisti biholomorfinen. Biholomorfiset kuvaukset ovat eräs ta-
paus aidoista holomorfisista kuvauksista. Ne aidot holomorfiset kuvaukset, jotka
eivät ole biholomorfisia, ovat haarautuvia kuvauksia, joilla on singulariteettipis-
teitä sileyden ja haarautumisen suhteen määrittelyjoukkojensa rajapinnoilla. [1]
Aidot holomorfiset kuvaukset joukolta joukolle itselleen silloin, kun joukko
on pseudokonveksi, ovat automorfismeja, siis bijektiivisiä kuvauksia. Esimerkiksi
aidot holomorfiset kuvaukset avaruuden C yksikkökiekolta 4 = {z ∈ C : |z| <







missä α1, . . . , αk ∈ 4 ja φ ∈ R.
Aidot holomorfiset kuvaukset avaruuden Cn polykiekolta 4 = 4× · · · × 4
itselleen määräytyvät seuraavasti: Jos joukot Ω1, . . . ,Ωn, D1, . . . , Dn ⊂ Cn ovat
rajoitettuja, ja jos F : Ω1 × · · · × Ωn → D1 × · · · × Dn on aito holomorfinen
kuvaus, tällöin on olemassa {1, . . . , n}:n permutaatio σ ja aidot holomorfiset
fj : Ωσ(j) → Dj siten, että
F (z1, . . . , zn) = (f1(zσ(1)), . . . fn(zσ(n))).
Toisaalta kuvaus kahden eri pseudokonveksin joukon välillä ei välttämättä
ole biholomorfismi. Esimerkkinä tästä avaruuden C2 joukoille D1 ja D2, jotka
eivät ole yhdesti yhtenäisiä, kun
D1 = {(z, w) ∈ C2 : |z|4 +
1
|z|4
+ |w|2 < 3},
D2 = {(z, w) ∈ C2 : |z|2 +
1
|z|2
+ |w|2 < 3},
ja kuvaus F : D1 → D2, F (z, w) = (z2, w), joka kuvaa kaksi alkiota yhdelle
kahden pseudokonveksin joukon välillä.
Aito holomorfinen kuvaus avaruuden Cn, missä n > 1, yksikköpallolta itsel-
leen on puolestaan välttämättä automorfismi. [13]
Jatkuva kuvaus kompleksiavaruuden suljetulta ja rajoitetulta joukolta (näin




Määritelmä. 3 Olkoon Ω ∈ C. Funktio f : Ω→ C on holomorfinen, jos




















Tällöin f :llä on ominaisuudet:
ii) f voidaan lokaalisti esittää suppenevana potenssisarjana.
iii) Jokaiselle suljetulle polulle γ yhdesti yhtenäisessä alueessa Ω pätee (Cauchyn
integraalilause yhdesti yhtenäisille poluille)∫
γ
f(z) dz = 0.
Seuraava on kohdan i) vaihtoehtoinen määritelmä ja pätee holomorfiselle f : iv)
f :llä on osittaisderivaatat muuttujien x ja y suhteen jokaisessa alueen Ω pis-















Avaruuden Cn funktio f on holomorfinen kuvaus määrittelyjoukostaan Ω ⊂ Cn
kompleksitasoon C. [14]
n-ulotteisessa avaruudessa Cn Cauchy-Riemannin yhtälöt, ja siten myös ho-
lomorfisuuden määritelmä, saa seuraavan muodon:
Merkintä. 1 Merkintä H(Ω) tarkoittaa holomorfisten funktioiden joukkoa, joi-
den määrittelyalue on joukko Ω ⊂ Cn.
Lause. 1 Cauchy-Riemannin yhtälöt. Olkoon Ω ⊂ Cn avoin osajoukko.
Tällöin C1(Ω) on niiden kompleksiarvoisten funktioiden luokka, joiden määrit-






(j = 1, . . . , n) ovat
jatkuvia joukossa Ω.
Tällöin f ∈ H(Ω) jos ja vain jos Cauchy-Riemannin yhtälöt
Djf = 0, (1 ≤ j ≤ n) (1)
pätevät, missä Dj =
∂
∂zj
, ja zj on pisteen zj kompleksikonjugaatti. [16]
Seuraavaksi käsitellään Cauchyn integraalikaavaa n-ulotteisessa avaruudes-
sa.
3.2 Cauchyn integraalikaava polykiekossa
Määritelmä. 4 Olkoon a ∈ Cn ja q = (q1, . . . , qn) n-monikko positiivisia lu-
kuja. Polykiekko P (a; q) on joukko kaikista pisteistä z ∈ Cn, joiden koordinaa-
teille zi pätee |zi − ai| < qi kaikilla i = 1, . . . , n. Polykiekko avaruudessa Cn on
karteesinen tulo n kappaleesta kompleksitason C kiekkoja. Toisin sanoen
P (a; q) = Pn(a; q) = {z ∈ Cn; |zj − aj | < qj , 1 ≤ j ≤ n}.
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Cauchyn integraalikaavan mukaan jokainen jatkuva funktio avoimen kiekonD ⊂
C topologisella reunalla ∂D ⊂ C määrittelee yksikäsitteisen holomorfisen funk-
tion alueessa D. Tämän teorian yleistyksessä polykiekolle P = Pn, kun n ≥ 2,
riittää määritellä funktio f , joka on määritelty ja jatkuva polykiekon topologisen
reunan aidossa osajoukossa, jota kutsutaan P :n erityiseksi reunaksi:
Tn(a; q) = {z ∈ Cn; |zj − aj | = qj , j = 1, . . . , n}.
Jos S ⊂ Cn, funktio f : S → C on holomorfinen, jos f on holomorfisen funktion
rajoittuma, joka on määritelty lähellä joukkoa S (toisin sanoen f on holomor-
finen jossain joukon S ympäristössä). Cauchyn integraalikaavan yleistämiseksi
polykiekolle Pn tarvitaan Fubinin lausetta, joka löytyy teoksesta [27].
Määritelmä. 5 Olkoon Ω ⊂ Cn avoin joukko, f : Ω→ C, Ω ⊂ Cn, luku n ∈ N
mielivaltainen. Funktio f on osittain holomorfinen, jos jokaiselle kiinnitetylle
(z01 , . . . , z
0
n) ja jokaiselle j = 1, . . . , n yhden muuttujan funktio
zj 7→ f(z0j , . . . , z0j−1, zj , z0j+1, . . . , z0n)
on holomorfinen. Jatkuva osittain holomorfinen funktio on holomorfinen.
Lause. 2 Cauchyn integraalikaava. Jos f on jatkuva funktio, joka on mää-



















f(ξ1, . . . , ξn)
(ξ1 − z1) · · · (ξn − zn)
dξ1 . . . dξn,
missä (ξ − z)1 = (ξ1 − z1) · · · (ξn − zn),
määrittelee holomorfisen funktion h polykiekossa P = P (a; q). Jos f voidaan
laajentaa holomorfisesti joukkoon P , niin f |P = h.
Todistus. Todistetaan ensin lauseen ensimmäinen väite, että funktio h on ho-
lomorfinen joukossa P. Funktio h on jatkuva, sillä funktio (ξ, z) 7→ f(ξ)
(ξ − z)1
on
jatkuva joukossa T × P. f on oletuksen mukaan jatkuva joukossa T , ja jakaja
(ξ − z) ei saa arvoa nolla, kun muuttuja ξ ∈ T ja muuttuja z ∈ P . Fubinin
lauseen mukaan moniulotteisen integraalin arvo ei riipu integroinnin järjestyk-
sestä. Siten jokaiselle kutistuvalle paloittain sileälle polulle γj , joka riippuu vain




Lause. 3 Olkoon f ∈ H(Ω) ja F ′ jatkuva joukossa Ω. Tällöin∫
γ
F ′(z) = 0
jokaiselle suljetulle Ω:n polulle γ. [28]
8
Määritelmän 5 perusteella h on holomorfinen. Todistetaan sitten, että h(Z)
on holomorfisen funktion rajoittuma joukkoon P : Olkoon f holomorfinen P :n
lähellä. Osoitetaan, että f |P = h käyttämällä induktiota. Lähdetään liikkeelle
yksiulotteisesta teoriasta.
”n − 1 → n”: Olkoon (z1, . . . , zn) kiinnitetty ja F (ξ) = f(z1, . . . , zn−1, ξ).









Jos ξ on kiinnitetty ja z1, . . . , zn ovat muuttujia, induktio-oletuksesta (2) seuraa,
että









f(ξ1, . . . , ξn−1, ξn) dξ1 · · · dξn−1
(ξ1 − z1) · · · (ξn−1 − zn−1)
Väite seuraa sijoittamalla tämä yhtälöön (2), jolloin F (zn) = h on funktion f
rajoittuma joukkoon P .
Todistuksesta käy ilmi, että Cauchyn integraalikaava (2) on voimassa tulo-
joukoille D1 × . . . × Dn P :n sijaan, jos yksiulotteinen Cauchyn integraalilause
on voimassa jokaisessa Dj . Identiteettiin f |P = h riittää, että f on jatkuva
P (a; q):ssa ja holomorfinen P (a; q):ssa.
3.3 Taylorin sarja polykiekossa
Johdetaan seuraavaksi tulos, jonka mukaan avoimessa polykiekossa P määri-
telty holomorfinen funktio voidaan esittää Taylorin polynomina, joka suppenee
joukossa H(P ), kohti holomorfista funktiota polykiekossa P . Johtamiseen tar-
vitaan muun muassa käsite multi-indekseistä:




vj ; v! = v1! · . . . · vn!; zv = zv11 · . . . · zvnn ; v + 1 = (v1 + 1, . . . , vn + 1).
Jos f : Ω→ C on |v|-kertaisesti osittain differentioituva funktio, niin merkitään
Dvf =
∂|v|f
∂zv11 . . . ∂z
vn
n
: Ω→ C. (3)
Korollaari. 1 Jokaiselle multikertoimelle v, Dv on jatkuva kuvaus H(Ω) →
H(Ω). Jokaiselle polykiekolle P = Pn(a; q) ⊂avoin X, jolla on erityinen raja T ,
















iii) Kiinteillä w ∈ P ja m ∈ N, jos jokaiselle z ∈ P Ω sisältää suljetun komplek-
sisen segmentin
{(1− λ)w + λz;λ ∈ P 1(1)},










Seuraava lause seuraa funktion Dv jatkuvuudesta:
Lause. 4 Weierstrassin lause. Jos jono (fj) ∈ H(Ω) suppenee kohti funk-








dξ, kun z ∈ P
suppenee H(Ω):ssa kohti funktiota Dvf jokaisella v ∈ Nn.




on jatkuvat ensimmäisen kertaluvun
derivaatat muuttujien z ja z suhteen, joten differentaatio voidaan tehdä Cauc-
hyn integraalikaavassa integraalin sisällä. Näin ollen integraali korollaarin (1)
kohdassa i) on osittain holomorfinen ja jatkuva. Kun v = (v1, . . . , vn), Dv =
Dv1 · · ·Dvn , joten i) seuraa induktiolla v:n suhteen, ja voidaan päätellä, että
Dv on jatkuva kuvaus H(Ω) 7→ H(Ω). Voidaan huomioida, että Dv on derivaat-
taoperaattori, jota sovelletaan korollaarin kohdassa i) Cauchyn integraalikaa-
van antamaan esitykseen funktiolle f pisteessä z. Integraalikaavaa derivoidaan
multi-indeksin |v| edellyttämä määrä, jolloin kohta i) seuraa. Cauchyn inte-

















∣∣∣∣ = v!qv ‖f‖T .








Kiinnitetään z ∈ P . Oletuksen mukaan, tällöin
V = {λ ∈ C; (1− λ)w + λz ∈ Ω}
on P 1(1):n avoin ympäristö C:ssa. Funktio
g : V → C, λ 7→ f(λz + (1− λ)w)








Dnf(w)(z − w)v = m!Pm(z − w).
Tässä derivointi on suoritettu funktiolle λ 7→ f(λx + (1 − λ)w) muuttujan λ
suhteen, ja sijoitettu λ = 0. Summa lasketaan koordinaattien yli, vektoreiden
sisätulona. Yksiulotteinen Cauchyn estimaatti g:lle ja epäyhtälö







takaavat väitteen iii). Dv:n jatkuvuus jää tässä osoittamatta1.
Todetaan, että funktio on holomorfinen jos ja vain jos se voidaan esittää
lokaalisti Taylorin sarjana. Todistus tästä teoksessa [15].
Suppenevat potenssisarjat määrittelevät jatkuvat holomorfiset funktiot. To-
siasiassa käänteinen pätee myös:
Korollaari. 2 Taylorin sarja. Jos f on holomorfinen polykiekossa P = P (a; q),




Dvf(a)(z − a)v (4)
suppenee H(P ):ssa kohti funktiota f .
Todistus. Yleisyyttä menettämättä asetetaan a = 0. Yleisyyttä ei menetetä,





suppenee H(P ):ssa. Jokaiselle z ∈ P joukko
{ 1
v!
Dvf(0)zv; v ∈ Nn}
on rajoitettu korollaarin 1 kohdan ii) nojalla, sillä ‖f‖T (0;z) on äärellinen. Sarja
suppenee P (z):ssa Abelin lauseen, joka löytyy teoksesta [15], ja apulauseen
1Dv :n jatkuvuus seuraa lemmasta, jonka mukaan kahden topologisen vektoriavaruuden,
joiden topologiat muodostuvat seminormien perheestä, seminormeina pi ja qj , välinen kuvaus
ϕ on jatkuva, jos jokaiselle qj on olemassa r ∈ R ja pi siten, että qj ◦ ϕ ≤ rpi.
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Lemma. 1 Olkoon U = (Uk)k∈I Ω:n avoin peite. Jono (fj) suppenee H(Ω):ssa
(kohti funktiota f ∈ H(Ω)) jos ja vain jos jono (fj |Uk) suppenee H(Uk):ssa
jokaisella k.
nojalla.











































Lemma. 2 Geometrinen sarja.
∑
v∈N n









Määritellään seuraavaksi holomorfinen kuvaus avaruudesta Cn avaruuteen
Cm:
Määritelmä. 6 Holomorfinen kuvaus. Olkoon Ω′ ⊂ Cm avaruuden Cm
avoin joukko. Kuvaus F = (f1, . . . , fn) : Ω → Ω′ on holomorfinen, jos sen
jokainen komponenttifunktio fk on holomorfinen.
Jos lisäksi F on bijektiivinen ja F−1 : Ω′ → Ω on holomorfinen, F on
biholomorfinen kuvaus, ja Ω ja Ω′ ovat biholomorfisesti ekvivalentit. Merkitään
holomorfisia kuvauksia joukolta Ω joukolle Ω′ Hol(Ω,Ω′).
Erityisesti Hol(Ω,C) = H(Ω).








joka suppenee tasaisesti jokaisessa Ω:n kompaktissa osajoukossa.
Kertoimet F (n)(0) määräytyvät kaavasta korollaari 1 kohta i), missä z = 0
ja v = n. Lauseesta 5 seuraa, että kuvausta, joka on holomorfinen ja siten
analyyttinen jossain polykiekossa, voidaan approksimoida polykiekon pisteen
z ympäristössä polynomeilla missä tahansa pienemmässä kiekossa. Erityisesti,
jokainen koko määrittelyjoukossaan holomorfinen kuvaus, joka on holomorfinen
koko määrittelyavaruudessaan, voidaan approksimoida polynomeilla jokaisessa
kompaktissa joukossa. [2]
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Määritelmä. 7 Säännöllinen kuvaus. Aito kuvaus. Olkoon Ω kompleksi-
nen analyyttinen joukko, jonka dimensio on n. Jokainen F = (f1, · · · , fN ) ∈
H(Ω)N määrittelee kompleksisesti analyyttisen kuvauksen
z 7→ (f1(z), · · · , fN (z)) ∈ CN ,
missä z ∈ Ω. Kuvaus F on säännöllinen, jos sen aste on n jokaisessa joukon
Ω pisteessä. Jos jokaisen kompaktin avaruuden CN osajoukon alkukuva kuvauk-
sessa F on kompakti, F on aito kuvaus.
Kuvauksen säännöllisyys tarkoittaa sitä, että pisteessä z = (z1, . . . , zn) kuvauk-
sen Jakobin matriisin (
∂fi
∂zj
), missä i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , n aste on n jokaiselle
pisteelle z. Jokaisen aidon kuvauksen kuva on suljettu, sillä jokainen kompak-
ti joukko kuvautuu kompaktiksi joukoksi. Jos kuvaus on lisäksi säännöllinen ja
injektio, sen kuvajoukko on avaruuden CN analyyttinen osajoukko. [3]
4 Aidot holomorfiset kuvaukset: ominaisuuksia
Merkintä. 3 Merkitään ∆ = ∆′ × ∆n, missä ∆′ on polykiekko avaruudessa
Cn−1 ja ∆n on kiekko kompleksitasossa C. Näin ollen ∆ on polykiekko avaruu-
dessa Cn.
Merkintä. 4 Merkitään Z(f) kuvauksen f nollavaristo, eli niiden f :n määrit-
telyjoukon pisteiden muodostama joukko, joissa f saa arvon nolla.
Määritelmä. 8 Alivaristo. Olkoon Ω ⊂avoin Cn. Joukko V on Ω:n alivaristo,
jos
a) V on suljettu Ω:ssa tai relatiivisesti suljettu Ω:ssa, mikä tarkoittaa, että sen
leikkaus joukon Ω kanssa on suljettu joukossa Ω, ja
b) jokaisella pisteellä p ∈ Ω on ympäristö N(p), jolle
V ∩N(p) = Z(f1) ∩ · · · ∩ Z(fr)
joillekin
f1, . . . , fr ∈ H(N(p)).
Merkitään symbolilla π avaruuden Cn projektiota avaruudelle Cn−1, joka mää-
ritellään kaavalla π(z′, zn) = z′, missä n > 1, z = (z′, zn). Erityisesti π(∆) = ∆′.
Olkoon Ω ⊂ Cn ja Ω′ ⊂ Ck alueita ja olkoon F : Ω → Ω′ holomorfinen
ja aito. Jos w = (w1, . . . , wk) ∈ Ω′, niin F−1(w) on Ω:n alivaristo, sillä se on
leikkaus kuvauksen fi − wi nollajoukoista, missä fi on F :n i:s komponentti.
Joukko F−1(w) on kompakti, sillä F on aito. Seuraavassa todistetaan lause 10,
joka kertoo että jokainen kompakti avaruuden Cn alivaristo on äärellinen joukko
pisteitä. Tästä seuraa tulos, jonka mukaan F−1(w) on äärellinen joukko.
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4.1 Jokaiselle pisteelle w ∈ Ω′ joukko F−1(w) on äärellinen
Todistetaan ensin, että yhden muuttujan funktion nollakohdat ovat diskreette-
jä pisteitä, sen jälkeen käydään läpi "m-kertaluvun nollakohdat". Tämän jäl-
keen todistetaan projektiolause alivaristoille ja lopuksi todistetaan, että jokai-
nen kompakti avaruuden Cn alivaristo on äärellinen joukko pisteitä. Alaluvun
väite muodostuu näiden seurauksena.
Esitetään seuraavaksi todistus sille, että yhden muuttujan, ei-vakion, komplek-
siarvoisen funktion f : C→ C nollakohdat muodostavat C:n diskreetin osajou-
kon. Kootaan aluksi aputuloksia.
Määritelmä. 9 Alueen karakterisaatio. Epätyhjä osajoukko X ⊂ C on yh-
tenäinen, jos ja vain jos sitä ei voi kirjoittaa yhdisteenä kahdesta epätyhjästä,
avoimesta joukosta, jotka ovat keskenään erillisiä. Näin ollen, jos X on alue
ja X = A ∪ B, missä A ja B ovat avoimia ja erillisiä, silloin, joko A = ∅ tai
B = ∅.
Lause. 6 Olkoon f : C → C, analyyttinen alueessa X ⊂ C, joka sisältää
pisteen z0, jolle f(z0) = 0. Tällöin vain toinen seuraavista pätee:
i) f on identtisesti nolla z0:n ympäristössä,
ii) z0 on f :n diskreetti nollakohta.






(z − z0)n, |z − z0| < R,
suppenemiseen avoimessa z0-keskisessä kiekossa, jonka säde R sisältyy aluee-
seen, jossa f on analyyttinen. Esitys sarjan suppenemisesta teoksessa [34].
Lause. 7 Analyyttisen funktion f : C → C, joka ei ole identtisesti nolla, nol-
lakohdat ovat diskreettejä pisteitä.
Todistus. Olkoon f analyyttinen funktio F : C→ C, ja X ∈ C. Määritellään
osajoukot
X0 = {z ∈ X : f(z) = 0 ja z ei ole diskreetti},
X1 = {z ∈ X : f(z) 6= 0} ∪ {z ∈ X : f(z) = 0 ja z on diskreetti}.
Tällöin X0 ja X1 ovat erilliset joukot, joiden yhdiste on X. Näytetään, että
X0 ja X1 ovat avoimia, mistä seuraa seuraavan lauseen perusteella, alueen X
yhtenäisyyden perusteella, että joko X0 = X tai X1 = X.
Jos nyt X = X0, tällöin jokainen X:n piste on f :n nollakohta, jolloin f
katoaa kaikkialla X:ssa. Jos X = X1, jokainen X:n piste on joko nollakohta tai
f :n diskreetti nollakohta. Tällöin kaikki f :n nollakohdat ovat diskreettejä. Jos
w ∈ X0, käytetään lauseen 6 kohtaa ii).
Jos siis w ∈ X0, kohta ii) ei päde. Lauseen 6 perusteella kohta i) pätee,
ja näin ollen f häviää identtisesti jossain ympäristössä Br(w). Koska kaikki
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Br(w):n sisältämät pisteet eivät ole keskenään diskreettejä nollakohtia, Br(w)
sisältyy joukkoon X0. Tämä osoittaa, että X0 on avoin tässä tapauksessa.
Nyt olkoon w ∈ X1. Jos f(w) 6= 0, on olemassa w:n ympäristö, jossa f ei
häviä. Tämä ympäristö sisältyy joukkoon X1. Jos f(w) = 0 ja w on diskreetti
nollakohta, lause 7 takaa, että pisteellä w on olemassa ympäristö Bd(w), jossa
funktiolla f ei ole nollakohtia lukuunottamatta diskreettiä nollakohtaa w. Tä-
mä ympäristö sisältyy myös joukkoon X1, sillä B′d(w) = Bd(w)\{w} sisältyy
joukkoon {z ∈ X : f(z) 6= 0}. Avoimuuden määritelmän perusteella, joukko X1
on avoin. [35]
Esitetään seuraavaksi mitä tarkoittaa "m kertaluvun nollakohta" funktiolle,
joka saa arvon f(z0) = 0:
Määritelmä. 10 Olkoon X alue C:ssa, f analyyttinen ja z0 ∈ X. Olkoon m ≥
1 kokonaisluku. z0 on f :n m kertaluvun nollakohta, jos on olemassa analyyttinen
funktio g, joka on määritelty z0:n ympäristössä, jossa g(z0) 6= 0 ja
f(z) = (z − z0)mg(z)
kaikille z tässä ympäristössä. Nollakohta z0 on isoloitu, jos on olemassa z0:n
ympäristö X:ssa, jossa z0 on ainoa f :n nollakohta.
Tällöin pätee f(z0) = f ′(z0) = · · · = fm−1(z0) = 0 ja fm(z0) 6= 0. [32] Todiste-
taan seuraavaksi projektiolause. Sitä ennen esitetään sen todistuksessa tarvit-
tava lause:
Lause. 8 Olkoon Ω origon 0 ympäristö avaruudessa Cn, f ∈ H(Ω), g ∈ H(Ω),
ja funktiolla f(0′, zn) on kertaluvun m nollakohta pisteessä zn = 0.
1) Tällöin on olemassa polykiekko ∆ = ∆′ × ∆n ⊂ Ω, jonka keskipiste on 0,
siten, että f(z′, ·):lla on jokaisella z′ ∈ ∆′ tasan m nollakohtaa ∆n:ssa (lukuu-
nottamatta niiden monikertoja).










Tässä λ määräytyy seuraavasti: Koska funktiolla f(0′, ·) on m kertaluvun nolla
pisteessä 0, ja koska yhden muuttujan holomorfisen funktion nollakohdat ovat
diskreettejä pisteitä, on olemassa r > 0 siten, että funktiolla f(0′, ·) ei ole muita
nollia kiekon {λ : |λ| < r} sulkeumassa.
Lause. 9 Projektiolause. Olkoon V alueen Ω ⊂ Cn alivaristo. Olkoon n > 1
ja p = (p′, pn) piste V :ssa, ja
L = {(p′, λ) : λ ∈ C}.
Jos p on L∩V :n isoloitu piste, p on polykiekon ∆ ⊂ Ω keskipiste, jolle π(V ∩∆)
on π(∆):n alivaristo.
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Todistus. Yleisyyttä menettämättä oletetaan, että p on avaruuden Cn origo
ja Ω on polykiekko, jossa V on määritelty holomorfisilla funktioilla f1, . . . , fr.
Oletuksen mukaan ainakin yhdelle fi, olkoon se fr, avaruuden C origo on
fr(0
′, ·):n isoloitu nollakohta. Merkitään fr = F. Nyt on olemassa polykiek-
ko ∆ = ∆′×∆n ⊂ Ω, jonka keskipiste on origo, niin että polykiekolle, funktiolle
F ja mille tahansa g ∈ H(Ω) pätee lauseen 8 päätelmä. Erityisesti pätee tulolle





′)), (z′ ∈ ∆′).
P on holomorfinen ∆′:ssa. αj(z′):t (1 ≤ j ≤ m) ovat F (z′, ·):n nollakohtia.
Kiinnitetään nyt jokin z′ ∈ ∆′, P (z′) = 0. On selvää, että P (z′) = 0 jos ja vain
jos jollekin αj(z′) pätee, että se on myös g(z′, ·):n nollakohta, siis jos ja vain jos
F :lla ja g:lla on yhteinen nollakohta ∆:ssa. Näin ollen
π(∆ ∩ Z(F ) ∩ Z(g)) = Z(P ). (6)
Koska P ∈ H(∆′), voidaan päätellä, että π(∆ ∩ Z(F ) ∩ Z(g)) on ∆′ = π(∆):n
alivaristo.
Palataan funktioihin f1, . . . , fr, jossa fr = F , jotka määrittelevät V :n Ω:ssa
(sillä V on niiden nollajoukon leikkaus Ω:n kanssa). Oletetaan, että r > 1.
Valitaan seuraava matriisi cij sen vuoksi, että päästään funktioden fi kautta
käsiksi joukkoon π(∆ ∩ V ):
Olkoon (cij) suorakaiteen muotoinen matriisi, jonka alkiot ovat kompleksi-
lukuja, jossa on (r − 1)m riviä, (r − 1) saraketta. Oletetaan myös, että tämän
matriisin jokaisen neliömatriisin, joka on kokoa (r − 1)× (r − 1), determinant-





cijfj (1 ≤ i ≤ rm−m).
Vaihtamalla gi g:n paikalle yhtälöön (6) nähdään, että jokainen joukoista
Ei = π(∆ ∩ Z(F ) ∩ Z(gi)) (7)
on ∆′:n alivaristo. Väitetään, että
π(∆ ∩ V ) = ∩iEi. (8)
Todistuksen ensimmäinen puoli: Olkoon z ∈ ∆ ∩ V. Tällöin z ∈ Z(gi) kaikilla i
ja Z ∈ Z(F ). Näin ollen π(∆) ∈ Ei kaikilla i. Vasen puoli yhtälöstä (8) on siis
oikean osajoukko.
Todistetaan toinen suunta: Olkoon z′ ∈ ∩Ei. Jokaista (r − 1)m i:n arvoa
kohti on olemassa αk(z′) siten, että
gi(z
′, αk(z
′)) = 0 (seuraa kohdasta (7)). (9)
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Koska r käy yli m arvon, on olemassa k (kiinteä) ja joku rivi I r − 1:stä i:n







′)) = 0 (i ∈ I)
on yksikäsitteinen ratkaisu, johtuen (cij):n valinnasta (riippumattomuus). Siispä
fj(z
′, αk(z
′)) = 0 kaikilla j, ja näin ollen z′ ∈ π(∆∩ V ). Tämä todistaa kohdan
(8). Koska jokainen Ei on ∆′:n alivaristo, sama pätee niiden leikkaukselle.
Lause. 10 Jokainen kompakti avaruuden Cn alivaristo on äärellinen joukko
pisteitä.
Todistus. Kun n = 1, lause pätee, sillä yhden muuttujan ei-vakion holomorfisen
funktion nollajoukot ovat diskreettejä joukkoja. Olkoon n ≥ 2, ja oletetaan, että
lause pätee avaruudessa Cn−1. Olkoon V Cn:n kompakti alivaristo. Valitaan
z′ ∈ π(V ), missä π : Cn → Cn−1. Olkoon
L = {(z′, λ) : λ ∈ C}.
Jos L identifioidaan C:n kanssa, L ∩ V on C:n kompakti alivaristo, sillä se on
äärellinen (suljettu ja yhden muuttujan tapauksessa muodostuu diskreeteistä
pisteistä). Olkoot p(i), (1 ≤ i ≤ m) joukon L ∩ V pisteet. Projektiolauseen
perusteella jokainen p(i) on polykiekon ∆i ∈ Cn keskipiste siten, että π(V ∩∆i)
on π(∆i):n alivaristo. Se osa V :sta, joka ei ole joukon ∆1 ∪ · · · ∪∆m peittämä,
on kompakti ja sillä on positiivinen etäisyys juokosta L (sillä z′ ∈ π(V )). Näin
ollen z′ on polykiekon
∆′ ⊂ π(∆1) ∩ · · · ∩ π(∆m)
keskipiste, missä polykiekko on niin pieni, että kaikki V :n pisteet, jotka projisoi-
tuvat ∆′:lle, sijaitsevat joukossa ∆1∪· · ·∪∆m. Toisin sanoen ∆′∩π(V ) on ∆′:n
alivaristo. Koska ∆′ on mielivaltaisesti valitun pisteen z′ ∈ π(V ) ympäristö, ja
koska π(V ) on kompakti ja siten suljettu, π(V ) on Cn−1:n alivaristo. Näin ollen
π(V ) on äärellinen joukko induktio-oletuksen mukaan. Koska jokainen π(V ):n
piste on π-kuva V :n äärellisen monesta pisteestä, V on äärellisen monen joukon
yhdiste. [17]
Huomautus. 1 Lauseen 9 kohdan 1) perusteella nähdään, että millään holo-
morfisella useamman muuttujan funktiolla ei ole yhtään isoloitua nollakohtaa.
Tämä nähdään siitä, että jokaista z′ ∈ D′ vastaa tasan zn ∈ ∆n:nm arvoa (ehkä
myös näiden monikertoja), joilla f(z′, zn) = 0. Jos Z(f) on f :n nollavaristo,
tämä tarkoittaa, että Z(f)∩∆ muodostuu m "arkista" ∆′:ssa, jotka leikkaavat
origossa.
Joukon F−1(w) pisteiden lukumäärää merkitään #(w).
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4.2 F ei voi pienentää dimensiota
Jos n = k, F :n jakobiaani ei voi hävitä kaikissa Ω:n pisteissä. Muutoin lineaa-
rioperaattorin F ′(z) aste olisi korkeintaan 2n− 1 jokaisella z ∈ Ω. [18] Asteluku
2n viitaa kompleksiseen Jakobin matriisiin, kuvauksen F derivaattamatriisiin,
joka muodostuu F :n reaalisen Jakobin matriisin JR,f avulla:
Olkoon f : D ⊂ Cn → Cm, f = g + ih,
JR,f =






(gm)x1 · · · (gm)xn (gm)y1 · · · (gm)yn









Jakobin matriisin asteluku kuvaa matriisin lineaarisesti riippumattomien sa-
rakkeiden lukumäärää. Asteluku kertoo myös lineaarioperaattorin kuvan dimen-
sion. Jakobiaani on matriisin determinantti detJR,f , jolle pätee det(JR,f (z0)) =
det|Jf (z0)|2, missä Jf (z0) on funktion f kompleksinen Jakobin matriisi. Pis-
teissä, joissa determinantti saa arvon nolla, matriisin esittämät vektorit ovat
keskenään riippuvaisia. Astelauseen mukaan tällöin matriisin aste on pienempi
kuin sen sarakkeiden lukumäärä.
Astelause, teoksessa [36], kertoo, että jos kuvauksen derivaattakuvauksen
aste on r jokaisessa kuvauksen määrittelyjoukon pisteessä, niin on olemassa
avoin joukko kuvauksen määrittelyjoukossa, jonka kuvan dimensio on r. Näin
ollen, jos F ′(z):n aste on korkeintaan 2n−1, kuvaus F−1(w) sisältää 1-ulotteisen
moniston eli topologisen avaruuden, joka on lokaalisti homeomorfinen avaruuden
Rn kanssa, mikä tarkoittaa, että joukko F−1(w) on ääretön jollekin w ∈ Ω′, sillä
siellä olisi ainakin yksi vapaa muuttuja ∈ Cn. Tämä on ristiriidassa aiemmin
todistetun seikan kanssa, että F−1(w) on äärellinen jokaiselle w ∈ Ω′. Näin
ollen jokaiselle aidolle holomorfiselle kuvaukselle F : Cn → Cm, n ≤ m. Toisin
sanoen F ei voi pienentää dimensiota. [18]
4.3 Kuvauksen kääntyvyys, biholomorfisuus
Tässä alaluvussa käydään läpi kuvausten Jakobin matriisia, todistetaan kään-
teiskuvauslauseet ja kootaan niitä varten tarvittavaa teoriaa.
Määritelmä. 11 Olkoon D1, D2 avaruuden Cn avoimia osajoukkoja ja F :
D1 → D2 holomorfinen kuvaus. Tällöin F on biholomorfinen tai kääntyvä ho-
lomorfinen kuvaus, jos F on bijektiivinen ja F−1 on holomorfinen.
Lause. 11 Olkoon f : B → C, B ⊂ Cn, jatkuvasti reaalisesti differentioituva.
Tällöin f on holomorfinen jos ja vain jos fza(z) = 0 identtisesti B:ssä jokaisella
a = 1, . . . , n
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Lause. 12 Jos f ja g ovat holomorfisia, niin (g ◦ f)za(z) = 0 identtisesti.
Merkintä ∇f(z) = (fz1 , . . . , fzn).
Lause. 13 Käänteiskuvauslause. Olkoon z0 ∈ D1 ja w0 = F (z0). Tällöin
seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:
1. On olemassa ympäristöt U = U(z0) ⊂ D1 ja V = V (w0) ⊂ D2, joille F :
U → V on biholomorfinen.
2. detJf (z0) 6= 0.
Todistus. Jos f |U : U → V on biholomorfinen, tällöin (f |U )−1 ◦ f = idU , ja
I = det(En) = det(J(f |U )−1(w0) · Jf (z0)) = det(J(f |U )−1(w0)) · det(Jf (z0),
ja näin ollen det(Jf (z0) 6= 0. Tässä on käytetty tietoa, että identiteettimatriisin
determinantti saa arvon 1 sekä neliömatriisien determinanteille laskusääntöä
det(AB) = det(A)det(B).
Jos sitten det(Jf (z0)) 6= 0, niin det(JR,f(z0) = |Jf (z0)|
2 6= 0, missä JR,f(z0)
on f :n reaalinen Jakobin matriisi. Reaalianalyysin nojalla näin ollen f on kään-
tyvä, eli on olemassa ympäristöt U = U(z0) ⊂ B1 ja V = V (w0) ⊂ B2, joille
f |U : U → V on bijektiivinen ja g = (f |U )−1 : V → U on jatkuvasti differentioi-
tuva kuvaus reaalisessa mielessä. Tällöin f ◦ g = idV on holomorfinen kuvaus,
ja jos f = (f1, . . . , fn) ja g = (g1, . . . , gn), niin
0 = (fa ◦ g)wb =
n∑
c=1
((fa)zc ◦ g) · (gc)wb , kun a, b = 1, . . . , n,
mikä on yhtäpitävää sen kanssa, että 0 = Jf · (∇g1 · · · ∇gn)T . Koska Jf on
kääntyvä, eikä siis saa arvoa nolla, seuraa ∇gc = 0 jokaiselle c. Näin ollen f on
holomorfinen. [38]
Huomataan, että pisteissä tai joukoissa, joissa kuvaus f on kääntyvä, kuvauk-
sen jakobiaani ei saa arvoa nolla. Näin ollen reaalinen jakobiaani saa positiivi-
sen arvon, sillä pätee det(JR,f (z0)) = det|Jf (z0)|2. Tämän johdosta f säilyttää
suunnistuksen.










zi = 0 jokaiselle i. Tässä w = F (z). Kun F on holomorfinen,





Lause. 15 Käänteiskuvauslause. Olkoon Ω avoin avaruudessa Cn, olkoon
F : Ω → Cn holomorfinen ja olkoon F ′(p) kääntyvä jossain p ∈ Ω. Tällöin
on olemassa pisteen p ympäristö V , jolle F on injektio V → W ja F−1 on
holomorfinen W :ssa.
Todistus. Koska F ′(p) on kääntyvä Cn:n lineaarioperaattorina, se on myös
kääntyvä avaruuden R2n lineaarioperaattorina. Näin ollen reaalinen versio kään-
tyvän kuvauksen lauseesta osoittaa, että F on injektiivinen kuvaus jostain pis-
teen p ympäristöstä V pisteen F (p) ympäristöön W , ja jonka käänteiskuvaus
G ∈ C1. Lisäksi F ′(z) on kääntyvä kaikille z ∈ V. Osoitetaan, että G =
(g1, . . . , gn) on holomorfinen kuvaus.
Kun z ∈ V, G(F (z)) = z, joten kun 1 ≤ i ≤ n, gi(F (z)) = zi, sovelletaan
holomorfisen kuvauksen määrittelyyn käytettävää kaavaa (1) Dk:lle. Tarkoituk-
sena on näyttää, että Djgj = 0.
Olkoon Ω avoin joukko avaruudessa Ck, F = (f1, . . . , fn), F : Ω → Cn, g
kuvaa F :n kuvan C:lle ja f1, . . . , fn ∈ C1. Jos h = g ◦ F = g(f1, . . . , fn), niin
kun 1 ≤ j ≤ k ja z ∈ Ω:
Pisteessä z kuvaus F ′(z) on matriisi A = (aik), jossa ajk = (Dkfj)(z),











Ketjusäännön (11) avulla saadaan
n∑
j=1
(Djgi)(F (z))(Dkf j)(z) = 0, (12)
Koska Dkf j = Dkfj , matriisi (Dkf j) on kääntyvä, sillä F
′ on kääntyvä. Koska
F on nyt injektio, F (z) ei voi saada arvoa 0 kaikilla z ∈ V , myöskään (Dkf j)
ei voi olla nollamatriisi. Näin ollen täytyy olla Djgj = 0. Tämän perusteella
gi ∈ H(W ), ja määritelmän 6 perusteella G on holomorfinen kuvaus. [19]
4.4 Kriittiset arvot ja normaalit arvot. F on suljettu ja
avoin kuvaus.
Olkoot Ω ja Ω′ alueita avaruudessa Cn ja F : Ω → Ω′ holomorfinen ja aito.
Olkoon M = Z(J), missä J on kuvauksen F jakobiaani ja Z(J) on jakobiaanin
J nollavaristo eli niiden pisteiden joukko, joissa J saa arvon nolla. Kuvajoukko
F (M) on F :n kriittinen joukko. Jokainen w ∈ F (M) on F :n kriittinen arvo.
Muut joukon F (Ω) pisteet ovat F :n normaaleja arvoja.
F on suljettu kuvaus, sillä se on aito kuvaus kuten todettu aidon kuvauk-
sen määritelmässä. Jokaisen suljetun joukon kuva kuvauksessa F on suljettu.
Erityisesti F (M) ja F (Ω) ovat suljettuja joukkoja Ω′:ssa. F :n normaalit arvot
muodostavat avoimen joukon. Katsotaan seuraavaksi, mistä tämä nähdään. Jos
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joukko F (Ω) on suljettu joukossa Ω′, niin F (Ω) = Ω′, sillä Ω ∈ Cn on alue. To-
distetaan tämä seuraavaksi. Todistuksen alussa otetaan käyttöön Hausdorffin
mitta, Lipschitz-ehto, todistetaan sitten lause RN :n yksikkökuutiolle, esitellään
Bairen lause ja tiheä joukko, todistetaaan apulause N -dimensioiselle kuutiolle.
Näiden jälkeen seuraa tulos, jonka mukaan F on avoin kuvaus.
Määritelmä. 12 Olkoon A ⊂ RN , ε > 0. ε-peite A:lle on enintään numeroi-
tuva yhdiste joukkoja Ai ⊂ RN siten, että diamAi < ε kaikilla i ja A = ∪Ai.










on t-dimensioinen Hausdorff-mitta joukolle A.
Hausdorffin mittaa käytetään muun muassa analyyttisten varistojen omi-
naisuuksien tutkimisessa silloin, kun käytetään hyväksi varistojen kokoluokkaa.
Koska Hausdorffin mitta ei liity avaruuden Cn kompleksiseen struktuuriin, niitä
tutkitaan euklidisessa avaruudessa RN . Mitan tutkimisessa halutaan usein tar-
kan mitan sijaan selvittää saako ht(A) arvon nolla, positiivisen arvon vai arvon
ääretön.
Hausdorffin dimensio joukolle A määritellään supremumina t:n yli niille jou-
koille, joille ht(A) > 0.
Esitellään seuraavaksi Lipschitz-ehto:
Määritelmä. 13 Jos 0 < α ≤ 1, ja jos f on kompleksinen funktio määrittely-
joukossa S, B tai B, f toteuttaa Lipschitz-ehdon kertaluvulla α tai lyhyemmin
f ∈ Lipα, jos
|f(z)− f(w)| ≤ c|z − w|α
jollekin c = cf <∞ ja kaikille z, w f :n määrittelyjoukossa.
Huomataan, että tämä määritelmä Lipα:lle perustuu euklidiseen metriikkaan.
Holomorfinen Lipschitz-funktio kuuluu joukkoon H(B) ∩ Lipα.
Lause. 16 Jos ht(A) <∞ ja F ∈ Lip1, niin ht(F (A)) <∞.
Lause. 17 Olkoon Ω alue Cn:ssä, f ∈ H(Ω) ja f 6= 0 identtisesti. Tällöin Z(f)
on kompaktien joukkojen Kj numeroituva yhdiste, missä h2n−2(Kj) <∞.
Lause. 18 Olkoon Q avaruuden RN yksikkökuutio. Tällöin ht(Q) = ∞, kun
t < N .
Todistus. Olkoon ε > 0, k kokonaisluku, jolle k > ε−1N−
1
2 . Peitetään Q kN
kappaleella kuutioita, joiden jokaisen reunan pituus on
1
k
. Niiden halkaisija on
nyt < ε.
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Olkoon t ≤ N. Olkoon joukko {Ai} Q:n ε-peite kuten yllä. Olkoon δi Ai:n
halkaisija. Peitetään jokainen Ai pallolla Bi, jonka säde on δi. Tällöin m(Bi) =
cδNi , missä m on Lebesguen mitta R
N :ssa2, ja c on positiivinen reaaliluku, joka





i δi ≤ cδ






m(Bi) ≥ c−1εt−N ,
sillä {Bi} on Q:n peite ja m(Q) = 1. Näin ollen hN (Q) ≥ c−1 ja ht(Q) = ∞,
jos t < N . [25]
Lause. 19 Bairen lause. Jos X on täydellinen metrinen avaruus, numeroi-
tuvan monen tiheän avoimen joukon leikkaus on tiheä avaruudessa X. [30]
Bairen lauseen toinen muoto sanoo, että täydellisen metrisen avaruuden X yh-
diste suljetuista joukoista Gi, joilla ei ole sisäpisteitä, ei myöskään sisällä sisä-
pisteitä, sillä joukko ∩{X\Fi} on tiheä avaruudessa X, näin ollen sen sulkeuma
= X. [43]
Jokainen lokaalisti kompakti Hausdorff-avaruus on täyttää Bairen lauseen
ehdot, kun Bairen lauseessa täydellisyys korvataan äärellisen leikkauksen peri-
aatteella, joka sanoo: jos Ai on joukon X osajoukot, joukkojen Ai joukkoper-
heellä A on tämä ominaisuus, jos sen minkä tahansa äärellisten joukkojen Ai
leikkaus on epätyhjä. [41]
Määritelmä. 14 Tiheä joukko. Joukko A ⊂ X on tiheä, jos A = X eli jos
jokainen ei-tyhjä avoin joukko kohtaa A:n. [42]
Lause. 20 Olkoon Ω yhtenäinen avoin joukko avaruudessa RN , 0 ≤ t < N − 1
ja E (relatiivisesti) suljettu Ω:n osajoukko. Tällöin E on numeroituvan monen
kompaktin joukon Ki yhdiste, joille ht(Ki) <∞. Tällöin Ω\E on yhtenäinen.
Lause. 21 Jos t < N ja N -dimensioinen kuutio Q on yhdiste numeroituvan
monesta kompaktista joukosta Ki, niin ht(Ki) =∞ vähintään yhdelle i:lle.
Todistus. Avaruuden RN yksikkökuutio täyttää Bairen lauseen ehdot. Bairen
lauseen mukaan jokin Ki sisältää N -kuution, sillä ne joukot Ki, joiden avaruu-
dellinen dimensio on pienempi kuin N , ovat kompakteina joukkoina suljettuja,
eivätkä sisällä N -ulotteisen kuution sisäpisteitä. Näiden joukkojen yhdiste ei
Bairen lauseen mukaan myöskään sisällä kuution sisäpisteitä, ja jokaisen pie-
nempiulotteisen joukon komplementtien leikkaus joukossa Q on tiheä joukko.
Koska nyt joukot Ki peittävät Q:n, täytyy olla siis ainakin yksi joukko Ki, jo-
ka sisältää Q:n sisäpisteet, ja joka näin ollen on N -ulotteinen. Tälle joukolle
ht =∞ lauseen 18 perusteella.
2Mitalle m σ-algebrassa M ∈ Rk pätee: Jos µ on positiivinen siirtoinvariantti Borelin
mitta Rk:ssa, jolle µ(K) < ∞ jokaisella kompaktilla joukolla K, niin on olemassa vakio c,
jolle µ(E) = cm(E) jokaiselle Borelin joukoille E ⊂ Rk. [29]
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Lause. 22 Olkoon Ω ja Ω′ alueita avaruudessa Cn, ja F holomorfinen ja aito
kuvaus Ω→ Ω′. Tällöin
i) F (Ω) = Ω′ ja
ii) F :n normaalit arvot muodostavat yhtenäisen avoimen joukon, joka on tiheä
joukossa Ω′.
Sovelletaan aluksi koottuja lauseita alaluvun alussa mainittuun joukkoon M =
Z(J). Lauseen 17 perusteella M on numeroituva yhdiste kompakteista joukois-
taa Kj , joille h2n−2(Kj) <∞. Jokainen Kj toteuttaa Lipschitz-ehdon: On ole-
massa K, jolle
|f(x1)− f(x2)| ≤ K|x1 − x2|α
kaikilla x1, x2 ∈ Kj .
Näin ollen F (M) on numeroituva yhdiste kompakteista joukoista, joiden
(2n − 1)-Hausdorffin mitta on äärellinen. Tässä tarkastellaan lineaarikuvauk-
sen F 2n − 2-dimensioista Hausdorff-mittaa, sillä jokainen F :n koordinaatti-
funktio fi voidaan esittää muodossa fi(x, y) = ui(x, y) + ivi(x, y). Näin ollen
koordinaattifunktioiden reaalinen dimensio on 2. Jos toistetaan sama päättely
kuin yllä, pisteissä joissa F :n jakobiaani häviää, astelauseen mukaan lineaariku-
vauksen F matriisin aste on pienempi kuin sen sarakkeiden määrä. Koska nyt
jokainen kompleksiarvoisen funktion sarake muodostuu kahdesta reaalikompo-
nentista, dimensio on korkeintaan 2n − 2. Koska edellä todettiin, että F (M)
on numeroituvan monen äärellisen joukon yhdiste, lause 21 on ristiriidassa tä-
män kanssa. Näin ollen lauseen 21 ehdot eivät päde. F (M) ei siis muodosta
2N -ulotteista kuutiota. Tästä voi päätellä, että joukolla F (M) ei ole sisustaa
2N -ulotteisen kuution tai avaruuden mielessä.
Lauseiden 17 ja 20 perusteella joukko Ω′\F (M) on yhtenäinen. Jokainen Ω′:n
piste, joka on F (Ω):n rajapiste, sijaitsee joukossa F (M), sillä F (Ω) on suljettu
Ω′:ssa, joten se sisältää rajapisteensä, ja normaalit arvot muodostavat avoimen
joukon. Koska nyt F (M) on liian pieni separoimaan joukkoa Ω′, siis joukko Ω′ ei
voi olla yhdiste epätyhjistä joukoista F (M)∪F (Ω), missä F (M)∩F (Ω) = ∅ [44],
näin ollen F (Ω) = Ω′. Myöskin nähdään, että F :n normaalit arvot muodostavat
yhtenäisen ja avoimen tiheän joukon F :n kuvajoukossa.
Oletetaan seuraavaksi, että kuvaus F : Ω → Ω′ on holomorfinen ja että sen
käänteiskuvaus kuvaa jokaisen pisteen kompaktiksi joukoksi. Tämän seurauk-
sena nähdään, että F on avoin kuvaus. Kuvauksen F aitoutta ei oleteta tässä
kohtaa. Mutta koska avoin holomorfinen kuvaus toteuttaa edellä mainitut omi-
naisuudet, nähdään erityisesti, että aito holomorfinen kuvaus on avoin kuvaus.
Lause. 23 Olkoon Ω avaruuden Cn alue, F : Ω→ Ω′ holomorfinen ja F−1(w)
kompakti jokaiselle w ∈ Cn. Valitaan piste p ∈ Ω. Jokainen p:n ympäristö
sisältää yhtenäisen p:n ympäristön D, jolle F :n rajoittuma ympäristöön D on
aito kuvaus D → F (D). Tästä seuraa, että F on avoin kuvaus.
Todistus. Tarkoituksena on näyttää, että pisteelle p on olemassa ympäristö
Ω0, jossa F on aito kuvaus. Tämä tehdään näyttämällä, että F−1 kuvaa mie-
livaltaisen kuvajoukon kompaktin joukon kompaktiksi joukoksi Ω0:ssa, kun F
rajoittuu johonkin pisteen p ympäristöön Ω0.
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Merkitään F (p) = w. Koska F−1(w) on Ω:n kompakti varisto, F−1(w) on
lauseen 10 mukaan äärellinen joukko. Näin ollen p on avoimen pallon Q sisällä
niin, että p on suljetun pallon Q ⊂ Ω ainoa piste, jonka F kuvaa pisteeksi w.
Merkitään E = F (∂Q). Tällöin E on kompakti ja w 6= E. Näin ollen w sisältyy
avoimeen palloon N , joka ei leikkaa joukkoa E.
Valitaan Ω0 = Q ∩ F−1(N), ja olkoon K pallon N kompakti osajoukko.
Koska reunapisteet eivät kuvaudu joukkoon N ,
Ω0 ∩ F−1(K) = Q ∩ F−1(K),
josta jälkimmäinen joukko on kompakti, sillä Q on avaruuden Cn kompakti
osajoukko, ja F−1(K) on yhdiste kompakteista joukoista F−1(ki), missä ki on
joukon K piste. On siis näytetty, että mielivaltainen F :n kuvajoukon kompakti
joukko kuvautuu F :n käänteiskuvauksessa, F joukosta Ω0, kompaktiksi joukoksi.
Näin ollen F :n rajoittuma joukkon Ω0 on aito kuvaus joukosta Ω0 joukkoon N .
Jos D on Ω:n komponentti, joka sisältää pisteen p, tästä seuraa, että F :n
rajoittuma D:lle on aito kuvaus D → N . Nyt lauseen 22 mukaan F (D) = N .
Koska D ei sisällä pallon Q reunaa, se on avoin joukko. Koska se on mielivaltai-
sesti valittu, js koska N on avoin, F on näin ollen avoin kuvaus. Koska piste p
on mielivaltaisesti valittu, F on avoin kuvaus joukossa Ω. [20]
4.5 Harmoninen funktio ja Poisson-integraali
Esitellään tässä alaluvussa Poisson-integraali, Laplace-operaattori, subharmo-
ninen ja pluriharmoninen funktio ja invariantti Laplace-operaattori, joita käy-
tetään myöhemmissä todistuksissa.
Yhden muuttujan tapauksessa holomorfiset funktiot toteuttavat Cauchy-
Riemannin yhtälöt (3). Holomorfinen funktio on äärettömän monta kertaa dif-
ferentioituva, ja holomorfiset funktiot toteuttavat myös Laplacen yhtälön ∆f =
fxx+fyy = 0. Tällöin f on harmoninen funktio, mikä tarkoittaa sitä, että funk-
tion reaali- ja imaginääriosat ovat harmonisia reaaliarvoisia funktioita. Laplace-
yhtälölle pätee ∆f = 4∂∂f olettaen, että fxy = fyx, mikä pätee, kun f :lla on
jatkuvat toisen kertaluokan derivaatat. Tässä käytetään merkintöjä f = u+ iv,
missä u = u(x, y) ja v = v(x, y).
Lause. 24 Poisson-integraali. Olkoon f ∈ L1(T ), missä T on kompleksita-






Pr(θ − t)f(t) dt = P [f ], (13)
funktio g, joka on määritelty U :ssa, on f :n Poisson-integraali.
Kaavassa (13), jos z = reiθ, (0 ≤ r < 1, θ reaalinen),







1− 2r cos(θ − t) + r2
. (14)
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Lause. 25 Jos f ∈ L1(T ), niin P [f ] on harmoninen funktio U :ssa.




f(eiθ) jos r = 1,
P [f ](reiθ) jos 0 ≤ r < 1.
Tällöin Hf ∈ C(U).
Näin ollen jatkuvien funktioiden Poisson-integraalit käyttäytyvät hyvin myös
lähellä U :n reunaa.
Lause. 27 Olkoon u jatkuva reaaliarvoinen funktio suljetussa yksikkökiekossa
U , ja olkoon u harmoninen U :ssa. Tällöin joukossa U u on Poisson-integraali








u(eit) dt, (z ∈ U). (15)
Teoria voidaan laajentaa mihin tahansa a-keskiseen kompleksitason kiekkoon
muuttujanvaihdolla reiθ = a + reiθ. Jos tällöin u on jatkuva reaaliarvoinen








R2 − 2R cos(θ − t) + r2
u(a+Reit) dt, (16)
tällöin u on jatkuva D(a;R):ssa ja harmoninen D(a;R):ssa. Jos u on har-
moninen ja reaalinen avoimessa X, ja jos D(a;R) ⊂ X, tällöin u:lle pätee
(16) D(a;R):ssa, ja on olemassa holomorfinen funktio f , joka on määritelty
D(a;R):ssa, jonka reaaliosa u on. f on tällöin yksikäsitteisesti määritelty lisät-
tävää mielivaltaista vakiota vaille. [31]
n-ulotteisessa avaruudessa funktion f : Cn → C-Laplace-operaattori määri-
tellään seuraavasti:
























, zj = xj + iyj , x, y reaalisia.
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Holomorfisille kuvauksille F : Ω → Cm, missä Ω ⊂ Cn, lineaarioperaattori
F ′(z) : Cn → Cm on kuvauksen F Jakobin matriisi kuten kohdassa (10). Jos
operaattoriin (18) soveltaa ketjusääntöä, kun f ∈ C2, pisteen a ∈ Cn ympäris-
tössä, saadaan
g(λ) = ga,b(λ) = f(a+ λb), (19)
kun b ∈ Cn on kiinteä. Tässä g = f ◦ F , missä F (λ) = a + λb, (19) pätee
λ:lle riittävän pienessä origon ympäristössä avaruudessa C. Ketjusäännön avulla





Olkoon Hf (a) n×n-matriisi, jossa (DjDkf)(a) on k:s rivi ja j:s sarake (tämä on
kompleksinen f :n Hessian pisteessä a). Tällöin (20) (∆ga,b)(0) = 4〈Hf (a)b, b〉.
Nyt ga,b on harmoninen, jos ja vain jos Hf (a) = 0 kaikilla a ∈ Ω, jolloin DjDk =
0, (j, k = 1 . . . , n).
Tässä 〈z, w〉 =
n∑
j=1
zjwj , (z, w) ∈ Cn on avaruuden Cn sisätulo. [22]
Esitellään seuraavaksi pluriharmoninen funktio. Edellä joukko H(G)∩C(G)
on joukossa G holomorfisten ja joukossa G jatkuvien funktioiden joukko.
Määritelmä. 16 Pluriharmoninen funktio. Olkoon Ω ∈ Cn avoin joukko




joukossa Ω, kun j, k = 1, . . . , n. u ∈ C2 on pluriharmoninen jos ja vain jos
jos sen rajoittuma joukkon Ω ja jokaiseen kompleksiseen suoraan, joka leikkaa
joukon Ω, on harmoninen yhden kompleksimuuttujan funktio.
Pluriharmonisuuden määritelmä tarkoittaa sitä, että jokaiselle a ∈ Ω ja b ∈
Cn\{0} yhden kompleksimuuttujan funktio λ 7→ u(a + λb) ajateltuna kahden
reaaliarvoisen muuttujan funktiona on harmoninen määrittelyjoukossaan. Kun
n = 1, pluriharmonisuus tarkoittaa samaa kuin harmonisuus avaruudessa R2.
Kun n > 1, pluriharmoniset funktiot ovat harmonisten funktioiden aito osajouk-
ko. [10]
Lause. 28 Olkoon f ∈ H(Ω), Ω ⊂ Cn avoin joukko. Tällöin log |f | on subhar-
moninen joukossa Ω.
Lause. 29 Olkoon Ω ⊂ Cn avoin joukko. u ∈ C2(Ω) on pluriharmoninen, jos
DjDk = 0, (j, k = 1, . . . , n).
Jos f ∈ H(Ω), tällöin Dkf = 0 ja Djf = 0. Näin ollen f ja f ovat pluriharmo-
nisia. Myös f + f on pluriharmoninen. Jokainen u ∈ RP on pluriharmoninen,
missä RP (Ω) on holomorfisten funktioiden reaaliosien luokka joukossa Ω. Radón
lauseen 31, todistuksessa tarvitaan operaattoria ∆̃:
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Määritelmä. 17 Olkoon Ω ⊂ B avoin osajoukko, f ∈ C2(Ω) ja a ∈ Ω. Tällöin
(∆̃f)(a) = ∆(f ◦ ϕa)(0) (21)
on f :n invariantti Laplace-operaattori, koska se kommutoi avaruuden Cn yksik-
köpallon B automorfismin kanssa, siis pätee ∆̃(f ◦ϕ = (∆̃f)◦ϕ, kun f ∈ C2(Ω)
ja ϕ ∈ Aut(B) joukossa ϕ−1(Ω) (todistus teoksessa [21]).
Operaattorissa (21)
ϕa(z) =






a, jos a 6= 0 identtisesti, (23)
sa = (1− |a|2)
1
2 ,
Qa = I − Pa.
Jokaiselle α ∈ U (C: yksikkökiekko) on olemassa automorfismi ϕα, joka vaihtaa
α:n ja origon, nimittäin ϕα(λ) = (α− λ)/(1− αλ). Sama voidaan tehdä yksik-
köpallossa B ⊂ Cn. Valitaan a ∈ B. Pa on Cn:n ortogonaali projektio osajouk-
koon [a], joka on kehitetty a:lle. Ja olkoon Qa = I − Pa projektio [a]:n or-
togonaalille komplemetille. Tällöin P0 = 0, ja Paz kuten kaavassa (23). Jos
Ω = {z ∈ Cn : 〈z, a〉 6= 1}, niin ϕa : Ω→ Cn on holomorfinen joukossa B ⊂ Ω,
sillä |a| < 1.
Kun n = 1, Pa = I,Qa = 0 ja (22) redusoituu yksikkökiekon automorfismiksi
(siis isomorfismiksi itselleen).
Lause. 30 Jos f ∈ C2(Ω) ja a ∈ Ω, tällöin
(∆̃f)(a) = 4(1− |a|2)
n∑
i,k=1
(δik − aiak)(DiDkf)(a), (24)
missä δik = 0, kun i 6= k, δii = 1. [22]
4.6 Siirrettävät nollakohdat
Todistetaan seuraavaksi Radón lause ja maksimiperiaate harmonisille funktioil-
le:
Lause. 31 Maksimiperiaate harmonisille funktioille. Olkoon Ω B:n avoin
osajoukko, u ∈ C(Ω), ∆̃u = 0 Ω:ssa, ja u ≤ 0 ∂Ω:ssa. Tällöin u ≤ 0 joukossa
Ω. (Sulkeuma ja raja suhteessa avaruuteen Cn.)
Todistus. Olkoon h(z) = u(z)+ εz1z1 jollekin ε > 0. Tällöin h ≤ ε joukossa ∂Ω
ja
(∆h)(z) = 4ε(1− |z|2)(1− z1z1) > 0. (25)
Yhtälö (25) perustuu kaavaan (24) funktiolle z 7→ εz1z1, (sillä ∆u = 0 kaikkial-
la Ω:ssa), missä i, k = 1, sillä funktio h laajentaa funktiota u yksiulotteisesti
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suuntaan z1. Näin ollen
n∑
i,k






kaikilla z ∈ Ω. Jos funktiolla h on lokaali maksimi jollain z ∈ Ω, tällöin funk-
tiolla h ◦ϕz on lokaali maksimi nollassa, sillä (21) pätee. Mutta nyt (25) pätee.
Tästä muodostuu ristiriita, sillä lokaalissa maksimikohdassa funktion derivaat-
ta ja näin ollen Laplace ei voi saada aidosti positiivista arvoa. Näin ollen h < ε
joukossa Ω. Koska nyt ε on mielivaltaisen pieni, h → 0, kun ε → 0. Näin ollen
funktiolle u pätee u ≤ 0 joukossa Ω, sillä u ≤ h.
Lause 31 on maksimiperiaate harmoniselle funktiolle, joka on jatkuva jou-
kon reunalla, harmoninen joukossa. Lause kertoo, että jos funktiolla on lokaali
maksimi avoimessa joukossa, se on vakio. Muutoin funktio saavuttaa lokaalin
maksimin joukon reunalla.
Lause. 32 Radón lause. Olkoon Ω alue Cn:ssa, f : Ω → C jatkuva ja f
holomorfinen siinä Ω:n avoimessa osajoukossa, jossa f(z) 6= 0. Tällöin f ∈
H(Ω).
Todistus. Riittää osoittaa tapaus n = 1, sillä osin holomorfinen jatkuva funktio
on holomorfinen (5). Näin ollen, olkoon U ⊂ Ω. Olkoon f ∈ C(U), E = {f = 0},
f ∈ H(U\E) ja |f | < 1. Olkoon g = P [f ], f :n rajoittuman joukkoon T = ∂U
Poisson-integraali kuten kohdassa (13). Olkoon α positiivinen vakio, ja määri-
tellään
ϕ = Re(f − g) + α log |f |. (26)
Tällöin ϕ on harmoninen joukossa U\E, sillä f on holomorfisena funktiona har-
moninen, g on harmoninen (25), niiden erotus on harmoninen, jolloin erotuksen
reaaliosa on myös harmoninen, näin ollen analyyttinen joukossa U\E. Analyyt-
tisen eli holomorfisen funktion reaaliosa on harmoninen. Sama pätee holomor-


















































































log |f | on harmoninen, sillä se on harmonisen funktion log |f | + iθ, missä f on
ajateltu muodossa f = |f |eiθ, reaaliosa, f 6= 0. Kahden harmonisen funktion
summa on myös harmoninen funktio.
Kun z → z0 ∈ E, (z ∈ U\E), tällöin ϕ→ −∞. (log 0 = −”∞”)
Kun z → eiθ ∈ T , tällöin ϕ(z) → α log |f(eiθ)| < 0. (|f | < 1) Käytetään
maksimiperiaatetta harmonisille funktioille.
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Maksimiperiaatetta noudattaen yhtälössä (26) ϕ(z) < 0 joukossa U\E, sillä
ϕ:lla ei voi olla lokaalia maksimia avoimessa joukossa U\E. Kun α→ 0, voidaan
päätellä Re(f − g) ≤ 0 U\E:ssa.
Jos valitaan α > 0, sama päättely johtaa päätelmään Re(f−g) ≥ 0 U\E:ssa.
Sama pätee imaginääriosille, sillä nekin ovat harmonisia. Näin ollen f(z) = g(z)
jokaiselle z ∈ T ∪ (U\E.
Jos z ∈ ∂E, niin f(z) = 0. Näin ollen myös g(z) = 0. Koska g on harmo-
ninen, tästä seuraa, että g = 0 identtisesti joukossa E, lauseet 24 ja 27. Näin
ollen f = g identtisesti joukossa U. Erityisesti, f ∈ C1(U), ja ∂f
∂z
= 0, (sillä f




= 0 identtisesti joukossa U . Näin ollen, määritelmän 1 perus-
teella, f ∈ H(U). [23]
4.7 F :n multiplisiteetti
Todistetaan seuraavaksi lause koskien kuvauksen F multiplisiteettiä. Esitellään
poistuva joukko ja todistetaan lause koskien F :n biholomorfisuutta.
Määritelmä. 18 Olkoon Ω alue avaruudessa Cn. (Relatiivisesti) suljettu osa-
joukko E ⊂ Ω on H∞-poistuva Ω:ssa, jos jokaisella rajoitetulla f ∈ H(Ω\E) on
olemassa laajennus F ∈ H(Ω).
Sanotaan, että E on 1-dimensioisesti H∞-poistuva Ω:ssa, jos L∩E on H∞-
poistuva L ∩ E:ssa jokaiselle kompleksiselle suoralle L, joka sisältää pisteen
Ω\E:ssa, mikä on tarkemmin sanottuna:
Jos a ∈ Ω\E, b ∈ Cn,
V = {λ ∈ C : a+ λb ∈ Ω},
ja V0 on se V :n komponentti, joka sisältää nollakohdan, tällöin
{λ ∈ V0 : a+ λb ∈ E}
on H∞-poistuva V0:ssa.
Lause. 33 Jos joukko E on relatiivisesti suljettu alueen Ω ⊂ Cn osajoukko, ja
jos E on 1-dimensioisesti H∞-poistuva Ω:ssa, niin E on H∞-poistuva Ω:ssa.
Lause. 34 Jos Ω on Cn:n alue ja F : Ω→ Cn on holomorfinen ja injektio, täl-
löin F :n jakobiaanilla J ei ole nollakohtaa Ω:ssa. Tällöin F on biholomorfinen
kuvaus Ω→ F (Ω).
Todistus. F täyttää lauseen 23 ehdot. Näin ollen F on avoin kuvaus Ω →
Ω′ = F (Ω) siten, että F on homeomorfismi Ω→ Ω′, mikä tarkoittaa, että F on
jatkuva, bijektiivinen kuvaus, jonka käänteiskuvaus F−1 on jatkuva [45]. Mää-
ritellään g(w) = J(F−1(w)), (w ∈ Ω′). Käänteiskuvauslauseen 15 perusteella
g ∈ H(Ω′\F (M)), missä M = Z(J), sillä F−1 on holomorfinen, jolloin myös
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sen derivaattakuvaus on holomorfinen. Koska g on jatkuva Ω′:ssa ja g(w) = 0
tarkalleen silloin, kun w ∈ F (M), Radón lauseen perusteella g ∈ H(Ω′). Näin
ollen F (M) = Z(g), kuvauksen g nollajoukko, näin ollen nollavaristo, minkä
vuoksi se on H∞-poistuva kuten lauseessa 33. Tästä seuraa, että F−1 ∈ H(Ω′).
Ketjusääntö sovellettuna kuvaukseen F−1(F (z)) = z osoittaa, että J(z) 6= 0,
(13), sillä nyt F : Ω → Ω′ on biholomorfinen, eli F holomorfinen, injektio ja
käänteiskuvaus on holomorfinen, siis M on tyhjä joukko.
Lause. 35 Olkoon Ω ja Ω′ alueita avaruudessa Cn ja F : Ω → Ω′ holomor-
finen ja aito kuvaus. Olkoon #(w) joukon F−1(w) pisteiden lukumäärä, missä
w ∈ Ω′. Tällöin:
a) On olemassa kokonaisluku m, niin sanottu F : n multiplisiteetti, jolle
#(w) = m jokaiselle F :n normaalille arvolle w,
#(w) < m jokaiselle F : n kriittiselle arvolle w.
b) F :n kriittinen joukko on joukon Ω′ nollavaristo.
c) Yleisemmin, F (V ) on joukon Ω′ alivaristo aina, kun V on joukon Ω aliva-
risto.
Todistus. Olkoon w0 ∈ Ω′. Olkoon z1, . . . , zk pisteet F−1(w0). Olkoon k =
#(w0). Tällöin on olemassa avoimet pallot Qi, joiden keskipisteet ovat pisteet
zi, ja joiden sulkeumat Qi ovat erilliset, ks. lauseen 23 todistus, ja sisältyvät
joukkoon Ω. Olkoon
E = Ω\(Q1 ∪ · · · ∪Qk).
Tällöin E on suljettu Ω:ssa, koska F on aito kuvaus. Näin ollen F (E) on suljettu
Ω′:ssa, niin että piste w0 on avoimen pallon N ⊂ Ω′\F (E) keskipiste. Määritel-
lään Di = Qi ∩F−1(N), (i = 1, . . . , k). Lauseen 23 mukaan F : Di → N on aito
kuvaus jokaisella i. Nyt jokainen Di on yhtenäinen, sillä F :n rajoittuma mihin
tahansa Di:n komponenttiin on aito.
Näin ollen F (N) = N . Mutta pisteellä w0 on vain yksi käänteisalkio joukossa
Di. Lisäksi, F ei kuvaa yhtään alkiota joukonD1∪· · ·∪Dk ulkopuolelta joukkoon
N , sillä N ei leikkaa joukkoa F (E).
On siis näytetty:
i) Jos w0 ∈ Ω′, #(w0) = k, F−1(w0) = {z1, . . . , zk}, niin jokaisella zj on erilliset
yhtenäiset ympäristöt Di, joille F (Di) = N, 1 ≤ i ≤ k, ja F−1(N) = D1 ∪ · · · ∪
Dk.
ii) Ympäristöt Di voi valita niin, että ne sisältyvät mainittuihin pisteiden zi
ympäristöihin.
Olkoon nyt w0 kuvauksen F normaali arvo. Käänteiskuvauslauseen 15 perus-
teella Di:t voidaan valita niin, että F on injektio jokaisella Di. Nyt i) osoittaa,
että #(w0) jokaiselle w ∈ N . Koska kaikkien normaalien arvojen joukko on yhte-
näinen, lause 22 , (koska se on tiheä), on olemassa m, joka täyttää ensimmäisen
ehdon kohdasta a) (#(w) = m jokaiselle F :n normaalille arvolle).
Palataan kohtaan i). Mielivaltaiselle w0 ∈ Ω′ pätee, että N sisältää nor-
maalin arvon w, koska F :n normaalit arvot muodostavat tiheän joukon Ω′:ssa.
Näin ollen kohta i) johtaa päätelmään, että #(w0) ≤ m jokaiselle w ∈ Ω′. Jos
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#(w0) = m, F on injektio jokaisessa alueessa Di, sillä piste w0 on mielivaltai-
sesti valittu, ja sama pätee tällöin jokaiselle Ω′:n pisteelle.
Lauseen 34 perusteella jakobiaanilla J ei ole nollakohtaa Di:ssa, joten w0 on
F :n normaali arvo. Tämä todistaa a):n.
Jos w0 on normaali arvo, kohta i) ja käänteiskuvauslause 15 takaavat, että
on olemassa holomorfiset kuvaukset
pi : N → Di, (1 ≤ i ≤ m), (27)





on tällöin holomorfinen alueessa Ω′\F (M), missä M = Z(J), ja kuvauksella
ψ(w) ei ole nollakohtia tässä alueessa. Olkoon ψ(w) = 0 jokaiselle w ∈ F (M).
Osoitetaan, että ψ on jatkuva Ω′:ssa, jolloin Radón lause osoittaa, että ψ ∈
H(Ω). Koska F (M) on ψ:n nollavaristo, tämä todistaa kohdan b).
Olkoon w0 ∈ F (M), z1 ∈ M sellainen, jolle F (z1) = w0 ja olkoon ε > 0.
Sovelletaan kohtaa i) pisteen z1 ympäristöön D1, joka on niin pieni, että |J | < ε
D1:ssa. Ainakin yksi tekijä tulossa (28) on tällöin itseisarvoltaan pienempi kuin
ε N :ssa. Muut ovat rajoitettuja alueessa N , sillä pi:t ovat holomorfisia, jolloin
niiden jakobiaanit ovat äärellisiä. Tämä todistaa, että ψ on jatkuva pisteessä w0,
sillä ψ(w0) = 0, ja ε on mielivaltainen, jolloin tulo (28) saadaan mielivaltaisen
pieneksi N :ssä, ja näin ollen kohta b) pätee.






on holomorfinen Ω′\F (M):ssa, sillä holomorfisten kuvausten yhdiste on holo-
morfinen. Jos K on kompakti Ω:ssa ja w ∈ K\F (M), tällöin pi(w) sijaitsee
kompaktissa joukossa F−1(K) jokaisella i. Siten h on rajoitettu K\F (M):ssa.
Koska F (M) on nollavaristo, se on H∞-poistuva, lauseet 18, 33 ja 31.
Lauseen 33 perusteella h laajenee holomorfiseksi Ω′:ssa, ja (29) osoittaa, että
F (Z(g)) = Z(h). (30)
Siispä F (Z(g)) on Ω′:n alivaristo, koska tulo on silloin nolla jokaisella Z(g).





cijfj (1 ≤ i ≤ rm−m), (31)
missä (cij) on matriisi kuten lauseen 8 todistuksessa. Käytetään samaa argu-
mentointia osoittamaan, että
F (V ) = ∩iF (Z(gi)).
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Tämä osoittaa, että F (V ) on Ω′:n alivaristo siinä tapauksessa, jossa V on glo-
baalisti määritelty Ω:ssa nollavaristojen leikkauksena.
Yleisessä tapauksessa, olkoon w0 ∈ F (V ) ja olkoon D1, . . . , Dk, N kuten
kohdassa i). Näin ollen jokainen Di on niin pieni, että edellinen tapaus osoittaa,
että N ∩ F (V ) on N :n alivaristo jokaisella i. Koska
N ∩ F (V ) = ∪ki=1F (V ∩Di),
kohta c) on todistettu. [24]
4.8 Ominaisuuksia
Olkoon F : Ω → Ω′ aito holomorfinen kuvaus. Edellä on osoitettu kuvaukselle
F seuraavat ominaisuudet:
1. F on suljettu kuvaus,
2. F on avoin kuvaus,
3. F−1(w) on äärellinen jokaiselle w ∈ Ω′,
4. On olemassa kokonaisluku m, jolle
(a) #(w) = m jokaiselle F :n normaalille arvolle,
(b) #(w) < m jokaiselle F :n kriittiselle arvolle,
5. F :n kriittinen joukko on Ω′:n nollavaristo,
6. F (V ) on Ω′:n alivaristo aina, kun V on Ω:n alivaristo.
5 Pseudokonveksisuus
Monimuuttujaisten kompleksiarvoisten funktioiden teoriassa keskeinen tutki-
musalue on holomorfisuuden määrittelyalueiden tutkimus. Tämä tarkoittaa nii-
den alueiden tutkimista, jotka takaavat holomorfisten funktioiden olemassaolon.
Olkoon Ω avaruuden Cn avoin osajoukko jaK kompakti joukko, joka sisältyy
joukkoon Ω. Määritellään konveksi verho, joka tarkoittaa avaruuden Cn pienintä
konveksia joukkoa, joka sisältää joukon K.
Holomorfisesti konveksi joukon K verho on:
KH(Ω) = {z ∈ Ω : |f(z)| ≤ ‖f‖z∈K kaikille f ∈ H(Ω)}.
Plurisubharmonisesti konveksi joukon K verho on:
KPSH(Ω) = {z ∈ Ω : u(z) ≤ sup
z∈K
u(z) kaikilleu ∈ PSH(Ω)}.
Pätee KPSH(Ω) ⊂ KH(Ω), sillä jos f ∈ H(Ω), niin |f | ∈ PSH(Ω).
Lauseesta 32 seuraa, että jokainen harmoninen funktio on plurisubharmoni-
nen.
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Lause. 36 Olkoon u : Ω → [−∞,∞) plurisubharmoninen. Tällöin jokaiselle
a ∈ Ω ja b ∈ Cn, joille







Jos avoin joukko on holomorfisesti konveksi, se on pseudokonveksi. Yksiulot-
teisessa tapauksessa kaikki avoimet jouko ovat holomorfisesti konvekseja. Mo-
niulotteisessa tapauksessa niiden määrittäminen on hankalampaa. Määrittelyssä
käytetään seuraavaa lausetta:
Lause. 37 Hartog. Olkoon Ω suljetun, avaruuden Cn polykiekon K avoin ym-
päristo, missä n ≥ 2. Jos f ∈ H(Ω\K), niin on olemassa holomorfinen funktio
f̂ , joka on määritelty joukossa Ω ja jolle pätee f̂ |Ω\K = f.
Todistus. Olkoon z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, z′ = (z1, . . . , zn−1). Yleisyyttä me-
nettämättä oletetaan, että K = P (0, 1). Olkoon r > 0 siten, että P (0, r) ⊂ Ω.
Riittää löytää funktio f̂ ∈ H(P (0, r)), joka laajentaa f :n. Koska z′ ∈ P (0′, r) on
kiinteä, kuvaus zn 7→ f(z′, zn) on holomorfinen rengasalueen D(0n, r)\D(0, 1)

















Jos 1 > |z′| < r, kuvaus zn 7→ f(z′, zn) on holomorfinen kiekossa D(0n, r).
Näin ollen cj(z′) = 0 näille z′ ja j < 0. Identiteettilauseen
Lause. 38 Identiteettilause. Jos f, g ∈ H(Ω), Ω on yhtenäinen ja f = g
epätyhjässä avoimessa joukon Ω osajoukossa, tällöin f = g joukossa Ω.





′)znj (x ∈ P (0, r)).
Tämä sarja suppenee itseisesti yhtälön (32) ja yksiulotteisen Abelin lauseen
perusteella. Se suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa P (0, r). Jos z ∈ P (0, r) ja








missä M = ‖f‖P (0′,r)×∂D(0n,r). Estimaatti osoittaa suppenemisen. Käyttämällä
Weierstrassin lausetta, joka kertoo, että jos jono holomorfisia funktioita sup-
penee kohti saman määrittelyalueen funktiota, niin tämä funktio on holomorfi-
nen, saadaan, että f̂ on holomorfinen. Koska f̂ vastaa funktiota f epätyhjässä
avoimessa joukon P (0, r)\P̂ (0, 1) osajoukossa, identiteettilause takaa, että f̂ on
vaadittu funktion f laajennus.
Korollaari. 3 Jos Ω ja K ovat kuin lauseessa 37, joukko Ω\K ei ole holomor-
fisesti konveksi.
Avoin joukko Ω ⊂ Cn on holomorfisuuden määrittelyalue, jos ei ole olemassa
avoimia joukkoja Ω1 ja Ω2, joilla on seuraavat ominaisuudet:
i) ∅ 6= Ω1 ⊂ Ω2 ∩ Ω;
ii) Ω2 on yhtenäinen ja Ω2\Ω 6= ∅;
iii) jokaiselle f ∈ H(Ω) on olemassa f̂ ∈ H(Ω2) siten, että f̂ |Ω1 = f.
Tämä tarkoittaa, että joukko Ω on holomorfisuuden määrittelyalue, jos sen
rajalla ∂Ω ei ole olemassa kohtaa, jota pitkin voi holomorfisesti laajentaa jonkin
joukossa Ω määritellyn holomorfisen funktion.
Määritelmä. 19 Etäisyysfunktio. Olkoon δ positiivisia arvoja tai arvon nol-
la saava jatkuva funktio, joka on määritelty avaruudessa Cn. Funktiolle δ pätee:
i) δ(z) = 0 jos ja vain jos z = 0;
ii) δ(λz) = |λ|δ(z) kaikille z ∈ Cn, λ ∈ C.
Näin määritelty funktio δ on avaruuden Cn etäisyysfunktio.
Lause. 39 Cartan-Thullen. Olkoon δ avaruuden Cn etäisyysfunktio, ja ol-
koon Ω ⊂ Cn avoin joukko. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:
i) Ω on holomorfisuuden määrittelyalue;
ii) Ω on holomorfisesti konveksi;
iii) Jokaiselle kompaksille joukolle K ⊂ Ω ja f ∈ H(Ω), jos |f | ≤ δΩ joukossa
K, niin |f | ≤ δΩ joukossa K̂H(Ω);
iv) Ω on funktion f ∈ H(Ω) olemassaolon määrittelyalue.
Lauseessa 39 määritelty holomorfisuuden määrittelyalue on pseudokonveksi.
Lause. 40 Olkoon Ω holomorfisuuden määrittelyalue ja z 7→ δ(z,Cn\Ω) seu-
raava funktio:
Jos f ∈ H(Ω), ja
|f(z)| ≤ δ(z,Cn\Ω), z ∈ K,
missä K ⊂ Ω on kompakti, niin
|f(z)| ≤ δ(z,Cn\Ω), z ∈ K̂Ω.
Jos f on vakio, niin
inf
z∈K,w∈C\Ω
δ(z − w) = inf
z∈K̂Ω,w∈C\Ω
δ(z − w).
Tällöin − log δ(z,C\Ω) on plurisubharmoninen ja jatkuva. [4]
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Lause. 41 Pseudokonveksisuus. Olkoon Ω avaruuden Cn aito osajoukko ja
olkoon δ : Cn → R+ etäisyysfunktio. Seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:
i) − log δΩ ∈ PSH(Ω);
ii) On olemassa jatkuva plurisubharmoninen funktio u : Ω → R siten, että jo-
kaiselle c ∈ R joukko {z ∈ Ω : u(z) < c} on relatiivisesti kompakti joukossa Ω;
iii) Jos K on kompakti joukon Ω osajoukko, samoin on joukko K̂PSH(Ω);
iv) Ω on pseudokonveksi;
v) Jokaiselle a ∈ ∂Ω on olemassa sellainen ympäristö W , jolle W ∩Ω on pseu-
dokonveksi.
Todistus. Osoitetaan implikaatio i) → ii) määrittelemällä
u(z) = max{|z|,− log δΩ(z)}.
Huomataan, että kohta ii) edellyttää joukon Ω pseudokonveksisuutta. Näin
ollen riittää osoittaa, että kohdasta ii) seuraa jokaiselle kompaktille joukolle
K ⊂ Ω
K̂PSH(Ω) = {z ∈ Ω : v(z) ≤ sup v(K), v ∈ PSH ∩ C(Ω)}.
Huomataan, että suunta ′ ⊂′ pätee. Osoitetaan toinen suunta todistamalla,
että jokaiselle a ∈ Ω\K̂PSH(Ω) on olemassa jatkuva plurisubharmoninen funktio
v : Ω → R, jolle v(a) > sup v(K): Olkoon K ⊂ Ω kompakti, ja olkoon a ∈
Ω\K̂PSH(Ω). Olkoon u funktio kuten kohdassa ii). Lisätään funktioon u vakio
siten, että u on negatiivinen joukossa K ∪ {a}. Valitaan funktio w ∈ PSH(Ω)
siten, että w(a) > 0 ja w|K < 0. Seuraavan plurisubharmonisten funktioiden
approksimaatiolauseen perusteella
Lause. 42 Olkoon Ω avaruuden Cn avoin osajoukko, ja olkoon u ∈ PSH(Ω).
Jos ε > 0 on sellainen, että Ωε = {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > ε} 6= 0, tällöin konvoluutio
u ∗ χε ∈ C∞ ∩ PSH(Ωε).
on olemassa funktio w1, jolle 1) w1 ∈ PSH(G) ∩ C(G), missä G = {z ∈ Ω :
u(z) < 1}, (kohdan ii) perusteella G relatiivisesti kompakti Ω:ssa)
2) w1(a) > 0,
3) w1|K < 0.
Olkoon A = sup{w1(z) : z ∈ G} ja määritellään
v(z) =
{
max{w1(z), Cu(z)} (z ∈ G)
Cu(z) (z ∈ Ω\G).
Näin ollen v ∈ PSH ∩ C(Ω), v(a) > 0, ja v|K < 0, mikä todistaa väitetyn.
Kohdasta iii) seuraa suoraan väite iv), sillä KPSH(Ω) ⊂ KH(Ω), ja lauseen 39
perusteellaKH(Ω) on holomorfisuuden määrittelyalue. Todistuksen muut kohdat
löytyvät teoksesta [11].
Määritelmä. 20 Aito pseudokonveksisuus. Rajoitettu joukko Ω ∈ Cn on
aidosti pseudokonveksi, jos se on muotoa Ω = {z ∈ Cn : g(z) < 0}, missä g on
C2-funktio joukon Ω ympäristössä, ja joka toteuttaa seuraavat ehdot:
i) dzg 6= 0 jokaiselle x ∈ ∂Ω;
ii) g on aidosti plurisubharmoninen joukon ∂Ω ympäristössä.
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Funktio g yllä on joukon Ω määrittävä funktio.
Aito pseudokonveksisuus edellyttää pseudokonveksisuutta. [11]
6 Reunakäyttäytyminen
Todistetaan seuraavaksi lause, jonka mukaan aito holomorfinen kuvaus laajenee
jatkuvasti määrittelyalueittensa reunoille.
Kootaan alkuun aputuloksia. Määritellään Carathéododyn metriikka, joka
on tärkeä työkalu useamman muuttujan kompleksianalyysissa ja useamman
kompleksimuuttujan geometrian ymmärtämisessä. [46]
6.1 Carathéodoryn metriikka
Poincarén metriikka varustaa kompleksitason C yksikkökiekon D metriikalla,
joka on invariantti, siis muuttumaton tiettyjen matemaattisten ominaisuuksien
suhteen, kiekon D → D konformikuvauksissa.
Konformikuvaukset muodostuvat rotaatiosta ρ0 : ζ 7→ eiθζ , kun 0 ≤ θ ≤ 2π
ja Möbius-kuvauksista φa : ζ 7→
ζ − a
1− aζ
, kun a ∈ C ja |a| < 1.
Näistä rotaatio säilyttää euklidisen etäisyyden, mutta Möbius-kuvaus ei.





Poincarén pituus vektorille ξ peruspisteessä P määritellään
‖ξ‖P,Poinc = ρ(P ) · |ξ|,
missä |ξ| on euklidinen vektorin ξ pituus. Näistä määritelmistä saadaan Poincarén
metriikka




Poincarén metriikka on erityinen suhteessa yksikkökiekkoon D. Sen taustalla on
Riemannin kuvauslauseen yleistys, jonka taustalla on seuraava ajatus: Jos X on
mikä tahansa topologinen joukko tai avaruus, sille on yhdesti yhtenäinen peittä-
vä joukko X̂. Tämä konstruoidaan kiinnittämällä piste x0 ∈ X ja ajattelemalla
kaikkien niiden joukon X polkujen, jotka lähtevät pisteestä x0 muodostamaa
avaruutta. Peittävä kuvaus π : X̂ → X on lokaali homeomorfismi.
Jos X on kompleksitason joukko, niin peittävä joukko tai avaruus X̂ on kak-
siulotteinen objekti. Näin ollen X̂ on yhdesti yhtenäinen analyyttinen objekti.
Jos X on pallo, X̂ on pallo. Jos X = C tai C\{0} tai torus tai sylinteri, X̂
on C.
Jos X on mikä tahansa litteä tason joukko tai avaruus poislukien koko tason
sekä C\{0}:n, X̂ on D.
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Olkoon U tason määrittelyjoukko poislukien C ja C\{0}. Tällöin Û on D, ja
on olemassa kuvaus π : D → U . Tällöin voidaan käyttää Poincarén metriikkaa
kiekolta U :hun.
Mikä tahansa tason määrittelyjoukko voidaan varustaa metriikalla, joka on
invariantti. Carathéodoryn metriikkaa käytetään tähän. Se pohjautuu Schwartz-
Pick -lemmaan:
Lemma. 3 Schwartz-Pick. Olkoon f : D → D, a 6= b, a, b ∈ D ja f(a) =
α, f(b) = β. Tällöin ∣∣∣∣ β − α1− αβ
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ b− a1− ab
∣∣∣∣;




Lemmasta seuraa, että holomorfinen funktio f : D → D vie jokaisen kiekon
D(0, r), missä 0 < r < 1, kiekon kuvaan kuvauksella
z 7→ z + α
1 + αz
,
missä f(0) = α. Tämä kuva on euklidinen kiekko, kun −1 < α < 1, jonka









Carathéodoryn infinitesimaalinen metriikka määrittelee tangenttivektorin pi-
tuuden jokaisessa pisteessä.
Olkoon Ω ⊆ C yhtenäinen, avoin joukko, D(Ω) holomorfisten funktioiden
Ω → D kokoelma. Jos z ∈ Ω, niin merkitään Dz(Ω) joukon D(Ω) niiden ele-
menttien g osakokoelma, joille pätee g(z) = 0. Kiinnitetään piste P ∈ Ω ja
vektori ξ, joka ajatellaan tason tangentiksi pisteessä P .
Määritellään Carathéodoryn pituus, joka on vektorin ξ pituus pisteessä P :
Määritelmä. 21 Carathéodoryn pituus.
FΩC (P, ξ) ≡ sup
f∈DP (Ω),f(P )=0
|f ′(P )ξ|.
Tässä metriikka maksimoi |f ′(P )ξ|:n kuvausten f : Ω→ D yli, mikä tarkoittaa
|f ′(P )|:n maksimointia.
Carathéodoryn metriikalla holomorfinen funktio on etäisyyden pienentävä
kuvaus.
Väite. 1 Carathéodoryn metriikan etäisyyden pienentävä ominaisuus.
Olkoon Ω1,Ω2 ⊂ C, z, w ∈ Ω1, ξ ∈ C ja f : Ω1 → Ω2 holomorfinen. Tällöin
FΩ2C (f(z), f
′(z)ξ) ≤ FΩ1C (z, ξ). (33)
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Todistus. Olkoon ϕ : Ω2 → D, jolle ϕ(f(z)) = 0. Olkoon ϕ ehdokas Carathéo-
doryn metriikaksi pisteessä f(z) ∈ Ω2. Tällöin ϕ ◦ f on holomorfinen ja ehdokas
Carathéodoryn metriikaksi pisteessä z ∈ Ω1. Näin ollen
FΩ1C (z, ξ)) sup
g∈Dz(Ω1)
|g′(z)ξ| ≥ |(ϕ ◦ f)′(z)ξ| = |ϕ′(0)| · |f ′(z)| · |ξ|.






Lemma. 4 Olkoon B ⊂ Cn yksikköpallo ja D1 ⊆ B kiekko {(ζ, 0, . . . , 0) ∈ B}.
Kiinnitetään ξ = (t, 0, . . . , 0) ∈ Cn, z ∈ D1. Tällöin
FBD (z, ξ) = F
D1
C (z, ξ). [47]
6.2 Aito holomorfinen kuvaus laajenee jatkuvasti määrit-
telyalueittensa reunoille
Todistetaan sitten Henkinin lause, joka sanoo, että aito holomorfinen kuvaus
aidosti pseudokonveksien joukkojen välillä laajenee jatkuvaksi kuvaukseksi ky-
seisten joukkojen sulkeumissa. Sen jälkeen todistetaan Henkinin lemma, joka sa-
noo, että lähtöjoukon jono, joka suppenee kohti lähtöjoukon reunaa, kuvautuu
aidossa holomorfisessa kuvauksessa maalijoukon jonoksi, joka suppenee kuvauk-
sessa kohti maalijoukon reunaa. Tämä todistaa aidoille holomorfisille kuvauksil-
le tutkielman johdannossa esitetyn ehdon lähtöjoukon reunan kuvautumisesta
maalijoukon reunalle.
Kootaan alkuun todistuksissa tarvittavia lauseita ja määritelmiä. Todistaan
näistä Hardy-Littlewoodin lause.
Olkoon D rajoitettu avaruudessa Cn. Olkoon FD(z, ξ) Carathéododyn met-
riikka, siis kuvaus FD : D ×Cn → R+, joka määritellään:






∣∣ : f ∈ H(D), |f | < 1} .
[13] Tässä siis funktio f : D → B, kun D ∈ Cn on rajoitettu alue.
Jos ∂D on sileä, niin niille z ∈ D, jotka ovat riittävän lähellä reunaa ∂D,
on olemassa yksikäsitteinen piste z′ ∈ ∂D, joka on lähinnä pistettä z. Reaalinen
tangenttipinta joukolle ∂D pisteessä z′ sisältää maksimaalisen kompleksisen li-
neaarisen aliavaruuden Cz, jonka kompleksinen dimensio on n − 1. [13] Tämä
nähdään seuraavasta:
Määritelmä. 22 Sileä reuna. Reunafunktio. Olkoon G ⊂ Cn määrittely-
alue. G:n reuna on sileä pisteessä z0 ∈ ∂G, jos on olemassa avoin ympäristö
U = U(z0) ⊂ Cn ja funktio b ∈ C∞(U ; R) siten, että
i) U ∩G = {z ∈ U : b(z) < 0}.
ii) (db)z 6= 0, kun z ∈ U.
Funktio b on reunafunktio.
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Käytetään funktiolle b implisiittifunktiolausetta:
Lause. 43 Implisiittifunktiolause. Olkoon B ⊂ Cn × Cm avoin joukko,
f = (f1, . . . , fm) : B → Cm holomorfinen kuvaus ja (z0, w0) ∈ B piste, jol-





(z0, w0) | µ = 1, . . . ,m, ν = n+ 1, . . . , n+m
)
6= 0.
Tällöin on olemassa avoin ympäristö U = U ′ × U ′′ ⊂ B ja holomorfinen
kuvaus g : U ′ → U ′′ siten, että
{(z, w) ∈ U ′ × U ′′ : f(z, w) = 0} = {(z, g(z)) : z ∈ U ′}.
Oletetaan, että byn 6= 0. Implisiittifunktiolauseen perusteella on olemassa ym-
päristöt
U ′ pisteelle (z′0, xn) = (z
(0)




n ) ∈ Cn−1×R, jaU ′′ pisteelle y(0)n ∈ R,
ja C∞-funktio γ : U ′ → U ′′, joille {(z′, xn, yn) ∈ U ′ × U ′′ : b(z′, xn + iyn) =
0} = {(z′, xn, γ(z′, xn)) : (z′, xn) ∈ U ′}.
Tässä U = {(z′, xn + iyn) : (z′, xn) ∈ U ′ ja yn ∈ U ′′}. Erityisesti, U ∩ ∂G =
{z ∈ U : b(z) = 0} on (2n− 1)-dimensioinen differentioituva U :n osajoukko.
Jokaiselle z0 ∈ ∂G rajan reaalinen tangenttiavaruus
Tz0(∂G) = {v ∈ Tz0 : (db)z0(v) = 0}
on (2n− 1)-dimensioinen reaalinen avaruuden Tz0 aliavaruus. Avaruus
Hz0(∂G) = Tz0(∂G) ∩ iTz0(∂G) = {v ∈ Tz0 : (∂b)z0(v) = 0}
on kompleksinen reunan tangenttiavaruus pisteessä z0. Se on (2n−2)-dimensioinen
reaalinen avaruuden Tz0 aliavaruus, jolla on luonnollinen kompleksinen struk-
tuuri, joten se on (n− 1)-dimensioinen kompleksinen aliavaruus. [39]
Olkoo pz avaruuden Cn ortogonaali projektio Cz:n ortogonaalille komple-
mentille Nz, (jolla on dimensio yksi), ja olkoon p⊥z ortogonaali projektio Cz:lle.
Euklidinen pituus ξ:lle merkitään |ξ|, ja etäisyys pisteestä z joukkoon S,
d(z, S) = inf{|z − p| : p ∈ S}. Tässä pseudokonveksi joukko sisältää erityisesti
C∞−reunan.
Lemma. 5 Olkoon D aidosti pseudokonveksi avaruuden Cn määrittelyalue. On
olemassa positiiviset vakiot c1, c2 sitten, että jokaiselle z ∈ D, joka on riittävän
lähellä reunaa ∂D ja jokaiselle ξ ∈ Cn,

















Huomataan, että B(z, r) on Euklidinen pallo, jonka keskipiste on z ja säde




Lemma. 7 Hopf’n lemma. Olkoon D ⊆ RN rajoitettu joukko, jolla on C2-
raja. Olkoon f : D → R harmoninen ja ei-vakio joukossa D ja C1-funktio
joukossa D. Oletetaan, että f saa (ei välttämättä aidon) maksimin pisteessä
p ∈ ∂D.




(p) > 0. [49]
Lause. 44 Hardy-Littlewood. Funktio f(ς), joka on säännöllinen avoimessa
kiekossa |ς| < 1, on jatkuva suljetussa kiekossa |ς| ≤ 1 ja toteuttaa ympyrällä
Lipschitz-ehdon |ς| = 1
|f(eiθ)− f(eiθ
′
)| ≤ K|θ − θ′|α, 1 < α ≤ 1, (34)
jos pätee
|f ′(ς)| ≤ M
(1− r)1−α
, r = |ς|, (35)
missä M on rajoitettu vakio, kun |ς| < 1.
Todistus. Todistetaan suunta "⇐" tapauksessa 0 < α < 1. Oletetaan, että (35)
pätee kiekossa |ς| < 1. Tällöin integraali
∫ 1
0
f ′(reiθ) dr suppenee jokaisella θ ja
näin ollen raja-arvo f(eiθ) = lim
r→1
f(reiθ) on olemassa jokaiselle θ. Lisäksi jos (35)
integroidaan muuttujan r suhteen nollasta arvoon r, missä 0 < r < 1, nähdään
että f(ς) on rajoitettu, kun |ς| < 1, ja näin ollen se voidaan esittää Poisson-
integraalina sen raja-arvojen f(eiθ) suhteen. Osoitetaan, että (34) pätee, mikä
tarkoittaa f :n jatkuvuutta rajalla |ς| = 1. [51]
Jos edellä polku reiθ lähestyy pistettä eiθ epätangentiaalisesti kiekon |ς| < 1
sisällä, ja jos f(θ):n arvo Poisson-integraalissa g(r, θ), vrt. (13), pisteessä θ0 on
äärellinen, niin pätee g(r, θ) → f(θ0) lähestyttäessä pistettä θ0 epätangentiaa-
lista polkua pitkin kiekon |ς| < 1 sisällä. Poisson-integraalilla on melkein kaik-
kialla ympyrällä |ς| = 1 raja-arvot pitkin epätangentiaalisia polkuja, ja raja-
arvot ovat yhtä f(ς):n kanssa. Tarkempi selvitys teoksessa [52]. Näin ollen f on
jatkuva kiekossa |ς| ≤ 1.
































































Lause. 45 Henkin. Olkoon φ : D1 → D2 aito holomorfinen kuvaus aitojen
pseudokonveksien joukkojen välillä. On olemassa positiivinen vakio c siten, että
pisteille z1, z2 ∈ D1 pätee
|φ(z1)− φ(z2)| ≤ c|z1 − z2|
1
2 . (36)
Erityisesti, φ laajenee jatkuvaksi kuvaukseksi D1 → D2
Todistus. Määritellään kuvaukselle φ derivaatta pisteessä z φ′(z), joka on ava-





: ξ ∈ Cn, ξ 6= 0
}
.
Carathéodoryn metriikalle pätee (33):
FD2(φ(z), φ
′(z)ξ) ≤ FD1(z, ξ), z ∈ D1, ξ ∈ Cn. (37)



























kun 0 ≤ c3 ≤
|p⊥z (φ′(z)ξ)|
|φ′(z)ξ|




, z ∈ D1, ξ ∈ Cn. (39)
41

































Näytetään, että keskimmäinen tekijä yhtälön (40) oikealla puolella on tasaisesti
rajoitettu:
Joukko D1 = {z : σ(z) < 0}, missä σ on C∞, plurisubharmoninen funktio
joukon D1 ympäristössä. Koska σ on sileä, siis jatkuva, on olemassa c4 > 0 siten,
että
|σ(z)| ≤ c4d(z, ∂D1), z ∈ D1. (41)
Koska φ on aito kuvaus, se on ”λ → 1” -funktio (lause 35), sillä jos w ∈ D2,
φ−1(w) = {z1, z2. . . . , zλ}, jossa zi ∈ D1 laskettuina monikertoineen. Merkitään
S(w) = max{σ(zk) : φ−1 = {z1, z2, . . . , zn}}, kun w ∈ D2.
Funktio S on plurisubharmoninen, sillä se on lokaalisti maksimi äärellises-
tä määrästä sellaisia funktioita. Koska σ ≡ 0 reunalla ∂D1, se, että φ on aito,
edellyttää, että S laajenee jatkuvasti joukkoon D2 ja saa identtisesti arvon nol-
la reunalla ∂D2. Koska S on subharmoninen, ja harmoninen funktio voidaan
ajatella määritelmänsä perusteella maksimaalisena subharmonisena funktiona,
voidaan soveltaa Hopf’n lemmaa, lemma 7.
Tästä ja väliarvolauseesta saadaan, sillä tangenttipinnan normaali on janan
d(w, ∂D2) suuntainen, että on olemassa c5 > 0 siten, että
|S(w)| ≥ c5d(w, ∂D2), w ∈ D2. (42)
Tästä ja S:n määritelmästä seuraa:
|σ(z)| ≥ |S(φ(z))| ≥ c5d(φ(z), ∂D2), z ∈ D1. (43)












, z ∈ D1. (45)
Nyt Henkinin lauseen 45 epäyhtälö seuraa käyttämällä yhtälöön (45) Hardy-
Littelwoodin lausetta 44.
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Rajoitetuille ja harmonisille holomorfisille funktioille arvot määrittelyaluei-
den reunoilla ovat olemassa melkein jokaisessa rajapisteessä, kun rajaa lähesty-
tään epätangentiaalisesti.
Yksikkökiekon holomorfisille funktioille yhden muuttujan tapauksessa pä-
tee Fatoun lause, jonka mukaan epätangentiaalinen lähestymistapa tapahtuu
ns. Stolzin kulmassa, joka kulma on pienempi kuin pisteen tangenttisuora, kun
pistettä lähestytään kiekon sisältä käsin.
Useamman kompleksimuuttujan tapauksessa yleisempi tulos pätee, missä
jonkinlainen tangentiaalinen lähestyminen sallitaan.
Jos D ⊆ Cn on aidosti pseudokonveksi joukko ja p ∈ ∂D, olkoon
Rc(p) = z ∈ D : d(z, p) ≤ c(d(z, ∂D))
1
2 ja d(z − p, Cp) ≤ cd(z, ∂D),
kun c > 1.
Tässä Cp on maksimaalinen kompleksisesti lineaarinen reaalisen joukon ∂D
reaalisen tangenttiavaruuden osajoukko pisteessä p.
Rc(p) on hyväksytty lähestymisalue, ja holomorfiselle funktiolle f alueessa
D on määritelty hyväksyttävä raja-arvo pisteessä p ∈ ∂D, jos lim f(z), kun
z ∈ Rc(p) → p, on olemassa kaikilla hyväksytyillä lähestymisalueilla Rc(p).
Näillä ehdoilla reuna-arvoja koskevat tulokset pätevät.
Lause. 46 Yleistetty Fatoun lause. Olkoon D aidosti pseudokonveksi mää-
rittelyalue avaruudessa Cn, kun n > 1, ja olkoon f holomorfinen funktio D:ssa.
Tällöin f :lla on hyväksyttävä arvo melkein jokaisessa reunan ∂D pisteessä.
Tämän lauseen sovelluksena saadaan:
Lause. 47 Henkinin lemma. Olkoon φ : D1 → D2 aito holomorfinen kuvaus
aidosti pseudokonveksissa avaruuden Cn määrittelyalueessa. Näin ollen Henki-
nin lauseen perusteella φ laajenee jatkuvasti kuvaukseksi D1 → D2. Tällöin D1:n
jono, joka suppenee epätangentiaalisesti kohti reunaa ∂D1 kuvautuu kuvauksella
φ D2:n jonoksi, joka suppenee hyväksyttävästi kohti reunaa ∂D2. Tarkemmin,
jos Λ on kartio D1:ssa, jonka kärki on pisteessä p ∈ D1 niin, että on olemassa
k > 1 siten, että
z ∈ Λ −→ d(z, p) ≤ kd(z, ∂D1), (46)
niin on olemassa C > 1 siten, että
φ(z) ∈ Rc(q), (q = φ(p) ∈ ∂D2), z ∈ Λ,
ja z on riittävän lähellä pistettä p, toisin sanoen
d(φ(z), q) ≤ C(d(φ(z)), ∂D2))
1
2 , (47)
d(φ(z)− q, Cq) ≤ Cd(φ(z), ∂D2). (48)







Henkinin lauseen 45 perusteella pisteelle z ∈ D1,
d(φ(z), q) ≤ C(d(z, p)) 12 . (49)
Nyt,D2 = {w : r(w) < 0}, missä r on C∞-funktio ja aidosti plurisubharmoninen
D2:n ympäristössä (20). Tällöin r ◦φ on plurisubharmoninen D1:ssa ja laajenee
jatkuvasti D1:een ja saa nolla-arvoja rajalla ∂D1 (määritelmä 22). Näin ollen,
sovelletaan Hopf’n lemmaa niin kuin kohdassa (42) ja saadaan C > 0 siten, että
|r ◦ φ(z)| ≥ Cd(z, ∂D1),
kun z ∈ D1. Koska dr 6= 0 rajalla ∂D1 (määritelmä 22),
d(φ(z), ∂D2) ∼ |r(φ(z)| ≥ Cd(z, ∂D1), (50)
kun z ∈ D1. Nyt (46), (49) ja (50) antavat väitteen (47).
Kuvaus w 7→ pw, joka on määritelty w:lle D2:ssa lähellä pistettä q = φ(p) ∈
∂D2 on sileä, koska ∂D2 on sileä. Näin ollen on olemassa C > 0 siten, että
‖pw − pq‖ ≤ c|w− q|, kun w ∈ D2 riittävän lähellä pistettä q. Olkoon w = φ(x)
ja päätellään, että
|pq(ξ)| ≤ |pφ(x)(ξ)|+ C|φ(x)− q||ξ|, (51)
kun ξ ∈ Cn ja x ∈ D1 riittävän lähellä pistettä p. Lemma 5 antaa
|pφ(x)(ξ)| ≤ cd(φ(x), ∂D2)F (φ(x), ξ),
kun ξ ∈ Cn ja x ∈ D1 riittävän lähellä pistettä p.
Kun korvataan ξ φ′(x)ξ:lla, saadaan
|pφ(x)(φ′(x)ξ)| ≤ Cd(φ(x), ∂D2)FD2(φ(x).φ′(x)ξ). (52)
Sovelletaan yhtälöitä (37), (39) ja (44) yhtälön (52) oikeaan puoleen ja saadaan
|pφ(x)(φ′(x)ξ)| ≤ C|ξ|.
Yhtälöstä (51) saadaan käyttämällä yhtälöä (49)





















Olkoon z ∈ Λ (riittävän lähellä p:sta) ja olkoon α(t) = z + t(p − z), 0 ≤ t ≤ 1.






yhtälön (46) perusteella. Olkoon x = α(t) ja ξ = α′(t) = p− z yhtälössä (54) ja
sovelletaan yhtälöä (55), josta saadaan
|(pq ◦ φ ◦ α)′(t)| ≤ C|p− z|. (56)
Olkoon β(t) = φ◦α(t)− q, 0 ≤ t ≤ 1, ja huomataan, että (pq ◦β)′ = (pq ◦φ◦α)′
ja β(1) = 0.
Näin ollen
d(φ(z)− q, Cq) = |pq(φ(z)− q)|









(pq ◦ φ ◦ α)′(t) dt
∣∣∣∣ .
Integroidaan (56) nollasta yhteen ja saadaan
d(φ(z)− q, Cq) ≤ C|p− z|.
Lopuksi arvioidaan |p−q| yhtälöiden (46) ja (50) avulla, joista saadaan (48). [13]
6.3 Aito holomorfinen kuvaus avaruuden Cn yksikköpal-
lolta itselleen on automorfismi
Todistetaan seuraavaksi tulos, jonka mukaan aito holomorfinen kuvaus avaruu-
den Cn yksikköpallolta itselleen on automorfismi, siis struktuurin säilyttävä ja
kääntyvä kuvaus.
Kootaan aluksi aputuloksia.
Lause. 48 Fefferman. Olkoon D1, D2 aidosti pseudokonvekseja avaruuden Cn
osajoukkoja ja olkoon D3 ⊂ D2 avoin joukko. Olkoon p ∈ ∂D2 ∩ ∂D3 siten, että
jollekin δ > 0 pätee
B(p, δ) ∩D2 = B(p, δ) ∩D3.
Olkoon φ biholomorfinen kuvaus joukolta D1 joukkoon D2 siten, että se laajenee
jatkuvaksi kuvaukseksi D1 → D2 ja φ(q) = p jollekin q ∈ ∂D1. Tällöin φ
laajenee C∞-kuvaukseksi q:n ympäristössä avaruudessa Cn.
Seuraava lause karakterisoi lokaalisti pallon automorfismit:
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Lause. 49 Lokaali karakterisaatiolause. Olkoon p ∈ ∂Bn, missä Bn on
avaruuden Cn yksikköpallo ja n > 1. Olkoon F kuvaus, joka ei ole vakio, pis-
teen p ympäristöstä N avaruuteen Cn. Tässä N sisältyy suljettuun palloon Bn.
Olkoon F holomorfinen joukossa N ∩ Bn ja sileä eli C∞-funktio ympäristössä
N . Jos F (N ∩ ∂Bn) ⊆ ∂Bn, niin F laajenee pallon Bn automorfismiksi.
Luvun tulosta varten määritellään seuraavat: Olkoon φ : D1 → D2 aito holo-
morfinen kuvaus, D1, D2 aitoja pseudokonvekseja joukkoja, joilla on C∞-rajat.
Näin ollen φ on haarautuva peite haarautumisluvulla λ, siis pisteelle w ∈ D2
φ−1(w) = {z1, . . . , zλ}, missä zk ∈ D1 on laskettu monikertoineen. Henkinin
lauseen 45 mukaan φ laajenee jatkuvaksi kuvaukseksi D1 → D2, jolle φ(∂D1) ⊆
∂D2.
Väite. 2 Nollamittaista joukon ∂D2 osajoukkoa lukuunottamatta pisteellä p ∈
∂D2 on tasan λ alkukuvaa, siis pätee #|φ−1(p)| = λ.
Todistus. Olkoon f polynomi avaruudessa Cn. Kun z ∈ D2, polynomi tunte-
mattomalle X:
Pf (X, z) =
∏
(X − f(zk)) = Xλ + f1(z)Xλ−1 + · · ·+ fλ(z),
missä φ−1(z) = {z1, . . . , zλ}.
Funktiot fk ovat rajoitettuja ja holomorfisia joukossa D2. Yleistetyn Fatoun
lauseen 45 mukaan on olemassa joukko Sf , jonka mitta on nolla rajalla ∂D2
siten, että jokaisella λ funktiolla fk on kelvollinen raja f∗k joukossa ∂D2\Sf .
Olkoon F numeroituva joukko avaruuden Cn polynomeja, joilla on ratio-
naaliset kompleksiset kertoimet, ja olkoon S∗ = ∪{Sf : f ∈ F} joukko, jonka
mitta on nolla rajalla ∂D2.
Väitetään, että jos p ∈ ∂D2\S∗, niin #{φ−1(p)} ≤ λ.
Tehdään vastaoletus: Jollekin p ∈ ∂D2\S∗ on olemassa vähintään λ + 1
erillistä pistettä q1, . . . , qλ+1 joukossa {φ−1(p)}.
Valitaan f ∈ F , joka separoi pisteet q1, . . . , qλ+1, siis pätee f(qa) 6= f(qb),
kun a 6= b. Kun p 6= S∗,






on hyvin määritelty. Väitetään, että f(qi) on Pf (X, p):n juuri, kun 1 ≤ i ≤ λ+1.
Otetaan {wi} ⊆ D1 siten, että wi → q1 epätangentaalisesti. Tällöin Henkinin
lemmasta 47 seuraa, että φ(wi) → φ(q1) = p hyväksyttävästi, ja näin ollen
S∗:n konstruktion mukaan Pf (X,φ(wi)):n kertoimet suppenevat Pf (X, p):n ker-
toimiin. Näin ollen polynomin juurien jatkuvuuden perusteella f(wi), joka on
Pf (X,φ(wi)):n juuri, suppenee kohti Pf (X, p):n juurta. Tämän vuoksi f(q1) on
Pf (X, p):n juuri. Samoin f(qi) on Pf (X, p):n juuri, kun 1 ≤ i ≤ λ+ 1. Tämä on
ristiriita, sillä Pf (X, p) on yhden muuttujan polynomi, jonka aste on λ.
Osoitetaan vielä, että mitallisen joukon ∂D2 pisteelle p pätee, että #{φ−1(p)} =
λ:
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Olkoon x ∈ D2 siten, että φ−1(x) sisältää λ erillistä pistettä, ja valitaan
Cn:n polynomi g, joka separoi nämä λ pistettä.
Polynomin Pg(X, z) diskriminantti h(z) on rajoitettu holomorfinen funktio
joukossa D2, ja h ≡ 0, sillä h(x) 6= 0. Näin ollen on olemassa ∂D2:n nollamittai-
nen osajoukko T ∗ siten, että joukossa ∂D2\T ∗ h:lla on epätangentiaalinen raja
h∗, jonka arvot eivät ole nolla.
Väitetään, että kun a ∈ ∂D2\(T ∗ ∪ S∗), joukossa {φ−1(a)} on λ pistettä.
Vastaoletus: {φ−1(a)} = {a1, . . . , aµ} ⊆ ∂D1, missä 1 ≤ µ < λ. Valitaan
{zi} ⊆ D2 siten, että zi → a epätangentiaalisesti.
Joukot {φ−1(zi)} → {a1, . . . , aµ} siinä mielessä, että {φ−1(zi)} sisältyy mi-
hin tahansa {a1, . . . , aµ}:n ympäristöön, joten
g{φ−1(zi)} → {g(a1), . . . , g(aµ)}
joukkoina. Tästä seuraa, että h(zi) → 0 (sillä µ ≤ λ). Näin ollen h∗(a) =
limh(zi) = 0, mikä on ristiriidassa T ∗:n määritelmän kanssa.
Edellisessä todistuksessa käytetään tietoa, jonka mukaan seikka h ≡ 0 joh-
taa tietoon, että h∗ voi hävitä korkeintaan nollamittaisessa joukossa. Yksiulot-
teisessa kompleksisessa kiekossa tämä on Fatoun lause rajoitetuille holomorfi-
sille funktioille. Useampiulotteisen kompleksiavaruuden aidon pseudokonveksin
joukon D2 tapauksessa tulos voidaan johtaa havaitsemalla, että jos h∗ häviäi-
si jollakin positiivimittaisella joukon ∂D2 osajoukolla, niin olisi olemassa perhe
joukon D2 kiekkoja, joiden rajat ovat rajalla ∂D2 siten, että h∗ häviäisi joukos-
sa, jolla on positiivinen mitta. Tästä seuraisi, että h häviäisi identtisesti joukossa
D2.
Väite. 3 On olemassa tiheä relatiivisesti avoin joukko W ⊂ ∂D2 siten, että φ
laajenee C∞-kuvaukseksi joukossa φ−1(W ) ⊆ ∂D1.
Todistus. Olkoon p ∈ ∂D2 siten, kuin väitteessä 1, että φ−1(p) = {q1, . . . , qλ}.





|qi− qj | siten, että joukot Ωi ≡ D1 ∩B(qi, r), 1 ≤ i ≤ λ,
ovat erilliset. Koska kompaktin joukon
∪1≤i≤λφ(D1 ∩ ∂B(qi, r))
etäisyys pisteestä p on positiivinen jollakin δ > 0, ja koska φ on avoin kuvaus
D1 → D2, seuraa, että avoimen joukon φ(Ωi) ⊂ D2 reuna on erillinen joukosta
Ω ≡ D2 ∩ B(p, δ), missä δ on riittävän pieni niin, että Ω on yhtenäinen. Koska
φ(Ωi) sisältää pisteitä mielivaltaisen läheltä pistettä p, yhtenäisyyden perusteel-
la Ω ⊆ φ(Ωi). Olkoon
Ωi = φ
−1(Ω) ∩ Ωi.
Koska φ on haarautuva kuvaus haarautumisluvulla λ, se on siis λ→ 1 -kuvaus,
joukoilla D1 → D2. Näin ollen φ kuvaa jokaisen Ωi:n, missä 1 ≤ i ≤ λ, biholo-
morfisesti injektiona, siis 1→ 1 -kuvauksena, joukkoon Ω.
Väite: Riittävän pienelle ε < r pätee Ω′i ∩B(qi, ε) = D1 ∩B(qi, ε).
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Vastaoletus: On olemassa {zj} ⊆ D1\Ω′i siten, että zj → qi. Mutta tällöin
φ(zj) on lopulta joukossa Ω, ja siten zj on lopulta joukossa φ−1(Ω) ∩ Ωi = Ω′i,
mikä on ristiriita.
Päätellään, että ∂Ω sisältää pisteen qi ympäristön joukossa ∂D1.
Kiinnitetään 1 ≤ i ≤ λ, ja olkoon D′1 aidosti pseudokonveksi joukon Ω′i osa-




Nyt D2 ja D3 toteuttavat Feffermanin lauseen 48 jollain δ > 0. Lisäksi φ ku-
vaa joukon D′1 biholomorfisesti joukkoon D3 ja laajenee jatkuvaksi kuvaukseksi
D1 → D3. Voidaan soveltaa Feffermanin lausetta kuvaukseen φ : D′1 → D3 ⊆
D2 ja päätellä, että φ laajenee C∞-kuvaukseksi lähellä pistettä qi. Tästä seu-
raa, että φ on C∞-kuvaus koko pisteen p ympäristön alkukuvassa. Ympäristö
on joukossa ∂D2. Näistä seuraa, että ne ∂D2:n pisteet, joiden alkukuville φ on
C∞-kuvaus, muodostavat avoimen joukon, joka on täysimittainen (lukuun ot-
tamatta nollamittaista joukkoa, kuten väitteessä 1 todetaan) ja näin ollen tiheä
joukossa ∂D2.
Väitteen 2 perusteella aito holomorfinen kuvaus φ : Bn → Bn laajenee C∞-
kuvaukseksi jonkin pisteen, joka sijaitsee rajalla ∂Bn, ympäristössä. Lokaalin
karakterisaatiolauseen 49 perusteella φ laajenee pallon Bn automorfismiksi. [13]
Avaruuden C aidot holomorfiset kuvaukset, jotka kuvaavat yksikkökiekon
U ⊂ C yksikkökiekkoon U , voivat olla mitä multiplisiteettia m (m > 1) ta-
hansa. Yksinkertaisin näistä kuvauksista on kuvaus z 7→ zm. Kun U korvataan
avaruuden Cn yksikköpallolla Bn (n > 1), tilanne muuttuu. Tällöin haarau-
tumista ei voi tapahtua, ja näin ollen multiplisiteetti on 1 ja kuvaukset ovat
automorfismeja. [26]
7 Haarautuminen
Koska aito holomorfinen kuvaus kuvaa lähtöjoukkonsa jonot, jotka suppenevat
kohti lähtöjoukkonsa reunaa, jonoiksi jotka suppenevat kohti maalialueensa reu-
naa, aito holomorfinen kuvaus on haarautuva peittävä kuvaus jollain haarautu-
misluvulla λ ≥ 1. [13] Haarautuminen tapahtuu pitkin kuvauksen haarautumis-
uraa:
VF = {z ∈ Ω : JF (z) = 0},
missä JF (z) on aidon holomorfisen kuvauksen Jakobin determinantti pisteessä z.
Haarautuva kuvaus on peittävä kuvaus lukuun ottamatta pientä joukkoa. Peit-
tävä kuvaus on jatkuva kuvaus topologisten avaruuksien välillä, jossa maalijou-
kon pisteillä on avoimet ympäristöt, jotka ovat yhtäläisesti peitettyjä kyseisessä
kuvauksessa.
Nostetaan esiin kaksi tapausta, joissa haarautumiskäyttäytyminen kertoo,
onko kuvaus biholomorfinen.
Jos F : Ω → D ei ole haarautuva aito holomorfinen kuvaus, ja jos D on
yhdesti yhtenäinen, tällöin F on biholomorfismi (11).
Jos F : Ω→ Ω on ei-haarautuva aito holomorfinen kuvaus joukolta itselleen,
ja jos Ω:lla on mielekäs reuna, tällöin F on biholomorfismi.
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Haarautumista ei tapahdu edes määrittelyalueen reunalla sileässä biholomor-
fisessa tapauksessa. Jos F : Ω→ D on biholomorfinen kuvaus pseudokonveksien
alueiden välillä, joilla on C2-reunat, ja jos F ∈ C2(Ω), tällöin JF 6= 0 Ω:ssa ja
F−1 ∈ C2(D). [1]
Esimerkki. Reinhardtin määrittelyjoukko. Olkoon Ω ja D Reinhardtin
määrittelyjoukkoja.
Määritelmä. 23 joukko A ⊂ Cn, n > 1, on Reinhardtin määrittelyjoukko,
jonka keskipiste on a = (a1, . . . , an) ∈ Cn, jos mille tahansa z0 = (z01 , . . . , z0n) ∈
D pätee, että joukko
{z = (z1, . . . , zn) : |zv − av| = |z0v − av|, v = 1, . . . , n}
sisältyy joukkoon A.
Tämä tarkoittaa, että joukko on muuttumaton kuvausten
(z1, . . . , zn) 7→ (eiθ1z1, . . . , eiθnzn)
suhteen kaikille θ1, . . . , θn ∈ R [53]. Jos Ω1,Ω2 ∈ Cn ovat Reinhardtin määrit-
telyjoukkoja, joille pätee
1) z1 · · · zn 6= 0, kun (z1, . . . , zn) ∈ Ωj ,
2) (z−11 , . . . , z
−1
n ) ∈ Ωj , jos (z1, . . . , zn) ∈ Ωj , kun j = 1, 2,
niin jokainen aito holomorfinen epähaarautuva peite F : Ω1 → Ω2 on muotoa
F = (f1, . . . , fn), jossa fj = cjz
µ1j
1 · · · z
µnj
n ja µkj ∈ Z. (57)
Jos Ω ⊂⊂ Cn toteuttaa 1) ja jos F : Ω → Ω on aito holomorfinen kuvaus jou-
kolta itselleen, tällöin F ∈ Aut(Ω), ja erityisesti F on muotoa (57).
Esimerkki. Täydellinen ympyrämuotoinen määrittelyjoukko. Jos Ω, D
ovat ympyrämuotoisia ja täydellisiä, mikä tarkoittaa, että ne ovat muuttumat-
tomia kuvauksen
(z1, . . . , zn) 7→ (λz1, . . . , λzn),
suhteen, kun λ ∈ C, |λ| ≤ 1, niin jokainen aito holomorfinen kuvaus F : Ω→ D,
jolle F−1(0) = {0}, on polynomi.
7.1 Yleinen haarautuminen
Jos F : Ω→ D on aito holomorfinen kuvaus, niin myös kuvaus
F0 = F |V : V →W, (58)
on aito ja holomorfinen, missä V = VF ja W = F (VF ). Tietyt lokaalit singu-
lariteettikäyttäytymiset eivät ole mahdollisia aidoille holomorfisille kuvauksille.
Esimerkiksi aito holomorfinen kuvaus ei voi olla muotoa h(z, w) = (z, zw) lähellä
origoa, sillä h−1(0, 0) = {0} ×C, jolla on positivinen dimensio.
On olemassa suhde kuvauksen yleisen haarautumiskertaluvun alueen reunal-
la ja kertaluvun, jolla Levin muoto häviää, välillä. [1]
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kun z = (z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn. Kuvauksen u ∈ C2 Levin muoto







missä b = (b1, . . . , bn), c = (c1, . . . , cn) ∈ Cn.
Lause. 50 Funktio u on plurisubharmoninen joukossa Ω, jos 〈Lu(a)b, b〉 ≥ 0
kaikille a ∈ Ω, b ∈ Cn. Se on aidosti plurisubharmoninen joukossa Ω, jos
〈Lu(a)b, b〉 > 0 kaikille a ∈ Ω, b ∈ Cn\{0}.
[12]
Esimerkki. Jos F (z, w) = (z, w2), tällöin F : Ω1 → Ω2 ja F : Ω2 → Ω3
ovat aitoja holomorfisia kuvauksia, missä
Ω1 = {|z|1 + |w|4 < 1},
Ω2 = {|z|1 + |w|2 < 1},
Ω3 = {|z|1 + |w| < 1}.
Haarautumisura molemmissa tapauksissa on VF = ∆× {0}. Tässä Ω1 on Levi-
konveksi ∂Ωz ∩ UF :ssa, Ω2 on aidosti pseudokonveksi ∂Ω2 ∩ UF :ssa ja Ω3 on
sileä ∂Ω3 ∩ UF :ssa.
Haarautumisluku pienentää Levi-konveksisuuden astetta. Jos reuna ei ole
missään Levi-konveksi, tällöin haarautuvalla kuvauksella ei ole sileää kuvaa. [1]
Lause. 51 Levi-konveksisuus. Olkoon G ⊂⊂ Cn, siis relatiivisesti kompakti
määrittelyjoukko, jolla on sileä raja. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:
1) G on aidosti Levi-konveksi.
2) On olemassa avoin ympäristö U = U(∂G) ja aidosti plurisubharmoninen
funktio g ∈ C∞(U ; R) siten, että U ∩G = {z ∈ U : g(z) < 0} ja (dg)z 6= 0, kun
z ∈ U.
3) Jokaiselle z ∈ ∂G on olemassa avoin ympäristö A = A(z) ⊂ Cn, avoin joukko
B ⊂ Cn ja biholomorfinen kuvaus F : B → A siten, että F (B ∩G) on konveksi
ja aidosti konveksi jokaisessa joukon F (B ∩ ∂G) pisteessä. [40]
Esimerkki. 1 Pseudokonveksisuus. Jos Ω ⊂ Cn on aidosti pseudokonveksi,





(P )wjwk ≥ c|w|2
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kaikille P ∈ ∂Ω ja kaikille w ∈ Cn.
Olkoon Ω = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1|2+|z2|4 < 1}. Tällöin ρ(z1, z2) = −1+|z1|2+
|z2|4 on määrittävä funktio joukolle Ω ja Levin muoto sovellettuna pisteeseen
(w1, w2) on |w1|2 + 4|z2|2|w2|2. Näin ollen joukko ∂Ω on aidosti pseudokonveksi
lukuunottamatta rajapisteitä, joissa |z2|2 = 0, ja tangenttivektorit w toteuttavat
w1 = 0. [50]
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